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INTRODUCTION. 


En  publiant  ce  Traité  d' Analyse ,  j'ai  pour  but  principal 
(le  développer  la  partie  de  mon  cours  de  la  Faculté  des 
Sciences,  relative  à  la  théorie  des  équations  différentielles. 
Cet  Ouvrage  sera  donc  surtout  un  traité  général  sur  la  théo- 
rie des  équations  différentielles  à  une  ou  plusieurs  variables. 
Je  n'ai  cependant  pas  cru  devoir  adopter  ce  dernier  titre,  et 
cela  pour  deux  raisons. 

D'abord,  quelques-uns  de  mes  auditeurs  ayant  bien  voulu 
exprimer  le  regret  qu'une  partie  de  mon  cours  lithographie 
de  1886-1887  ne  fûtpas  reproduite,  je  me  suis  décidé  à  publier 
un  Volume  préliminaire  commençant  par  les  parties  les  plus 
élémentaires  du  Calcul  intégral.  De  cette  façon,  je  ne  suppose 
chez  le  lecteur  aucune  autre  connaissance  que  les  éléments  du 
Calcul  différentiel  aujourd'hui  classiques  dans  les  Cours  de 
Mathématiques  spéciales. 

Un  autre  motif,  d'un  caractère  tout  scientifique,  m'enga- 
geait encore  à  garder  le  titre  un  peu  vague  de  Traité  d' Ana- 
lyse :  c'est  que  la  théorie  des  équations  différentielles  esl 
intimement  liée  à  plus  d'une  autre  théorie  qu'il  nous  faudra 
approfondir.  Pour  ne  citer  qu'un  exemple,  l'étude  prélimi- 
naire des  fonctions  algébriques  est  indispensable,  quand  on 
veut  s'occuper  de  certaines  classes  d'équations  différentielles. 


VI  PRÉFACE. 

Nous  ne  nous  l)orncrons  donc  pas  strictement  à  rétude  des 
équations  difTérentielles;  nous  rayonnerons  autour  de  ce 
centre. 

Je  ne  me  dissimule  pas  les  difficultés  de  la  tache  que  j'en- 
treprends. L'activité  de  la  pensée  mathématique  est  aujour- 
d'hui telle,  qu'il  est  peut-être  téméraire  de  chercher  à  es- 
quisser, sur  un  sujet  si  vaste,  l'état  actuel  de  la  Science.  Le 
portrait,  aie  supposer  ressemblant,  est  destiné,  dans  quelques 
parties,  à  vieillir  assez  vite.  Mais  peu  importe  si  l'on  se  pro- 
pose seulement  d'être  utile,  en  servant  de  guide  à  ceux  qui 
désirent  se  mettre  au  courant  de  l'Analyse  moderne  et  crai- 
gnent de  s'égarer  seuls  dans  la  multiplicité  des  Mémoires  rem- 
plissant les  journaux  scientifiques. 

Le  présent  Volume  est  le  Volume  préliminaire  dont  je  par- 
lais plus  haut.  Dans  la  première  Partie,  j'expose  les  éléments 
du  Calcul  intégral,  en  insistant  sur  les  notions  d'intégrale 
curviligne  et  d'intégrale  de  surface,  qui  jouent  un  rôle  si  im- 
portant en  Physique  mathématique.  La  seconde  Partie  traite 
d'abord  de  quelques  applications  de  ces  notions  générales;  au 
lieu  de  prendre  des  exemples  sans  intérêt,  j'ai  préféré  déve- 
lopper la  théorie  de  l'équation  de  Laplace  et  les  propriétés 
fondamentales  du  potentiel.  On  y  trouvera  ensuite  l'étude  de 
quelques  développements  en  séries,  particulièrement  des  sé- 
ries trigonométriques.  La  troisième  Partie  est  consacrée  aux 
applications  géométriques  du  Calcul  infinitésimal;  elle  est, 
avec  quelques  additions,  la  reproduction  de  mon  cours  litho- 
graphie. 

Un  ami  dévoué,  M.  Georges  Simart,  a  été  })our  moi  un 
précieux  collaborateur.  Il  a  bien  voulu,  avant  l'impression, 
revoir  mon  manuscrit;  ses  judicieux  conseils  m'ont  permis 


PRÉFACE.  Vil 

craméliorer  en  bien  des  points  ma  rédaction  et  de  préciser 
ou  de  simplifier  plus  d'une  démonstration.  Je  suis  heureux  de 
lui  adresser  ici  l'expression  de  mon  alfectueuse  reconnais- 
sance, en  même  temps  que  mes  remerciements  pour  la  peine 
qu'il  a  prise  dans  la  correction  des  épreuves. 

ÉM.  PICARD. 

Paris,  le  f  mai  1891 . 
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CHAPITRE  I. 

DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


I.  —  Définition  de  Tinté gr aie  définie,  ses  propriétés  fondamentales . 

1.  Le  Calcul  intégral  a  pris  naissance  le  jour  où  l'on  s'est  posé 
la  question  suivante  :  une  fonction  y*(.r)  étant  donnée,  existe-t-il 
une  fonction  qui  admctte/(.r)  pour  dérivée,  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion telle  que  l'on  ait 

(.)  %-n^. 

On  a  d'abord  répondu  à  cette  question  par  une  représentation 
géométrique  qui  n'a  aucune  valeur  par  elle-même,  mais  qui  n'en  a 
pas  moins  fait  faire  de  grands  progrès  à  la  Science.  On  construisit 
P.  -  I.  I 
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la  courbe  y  =::/(^),  et  l'on  considérait  Faire  comprise  entre  cette 
courbe,  l'axe  des  x  et  deux  parallèles  à  l'axe  des  j,  l'une  fixe, 
l'autre  variable^  on  montrait  que  l'aire,  considérée  comme  fonc- 
tion de  l'abscisse  x  de  cette  dernière  ordonnée,  est  une  fonction 
de  X  ayant /(^)  pour  dérivée.  11  est  clair  qu'à  moins  d'admettre 
que  la  notion  d'aire  est  une  notion  première,  il  n'y  a  pas  là  une  ré- 
ponse rigoureuse  au  problème  posé. 

Nous  allons  supposer  que  la  fonction /(^)  est  une  fonction  con- 
tinue de  X  entre  les  limites  où  restera  cette  variable.  Les  considé- 
rations suivantes  conduisent  d'elles-mêmes  à  la  combinaison  ana- 
lytique qui,  dans  le  Calcul  intégral,  joue  le  rôle  essentiel. 

Admettons,  pour  un  moment,  qu'il  existe  une  fonction  y  satis- 
faisant à  la  relation  (i),  la  fonction 7  prenant  la  valeur  y,  pour 
X  =3  a,  et  la  valeur  Y  pour  x=b.  Partageons  Tintervalle  («,  b)  en 
n  intervalles  et  soient  x,,  x.,,  ...,  Xn-^  les  valeurs  de  x  aux 
points  de  subdivision;  on  désignera  parji ,  jo,  . . .  ,  y,^,,  les  valeurs 
correspondantes  de 7.  Si  fintervalle  x,-a  est  suffisamment  pe- 
tit, le  quotient  '^^^  diffère  peu  de /(a),  et  nous  écrivons  les  re- 
lations approchées 

Y  —  7„_i  =  (  ^^  —  •ï'rt-1  )/(^«-i  )• 
En  additionnant  membre  à  membre,  il  vient 

Y  _^^  =  (,r,-  a)J\a)  +  {x,  -  ^i)/(^i)  -+-•  •  -"^  (^  "  ^«-i)/(^«-i)' 

égalité  approchée,  mais  qui,  vraisemblablement,  sera  d'autant  plus 
approchée  ([ue  le  nombre  des  intervalles  sera  plus  grand,  chacun 
d'eux  se  rapprochant  de  zéro.  Nous  sommes  donç.ainsi  conduit, 
étant  donnée  la  fonction  continue /(^),  à  étudier  la  somme 

{Xy—  a)  f  {a) -+-... -^  {b  —  Xn-l)f{Xn--l)- 

%  Dans  cette  étude,  nous  nous  appuierons  sur  le  lemme  sui- 
vant, où  nous  entendrons  par  osciUation  d'une  fonction  continue 
dans'  un  intervalle  la  différence  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  valeurs  qu'elle  prend  dans  cet  intervalle. 
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Soient  un  intervalle  (a,  b)^  pour  fixer  les  idées  a<^bj  et  une 
fonction  /(^)  continue  dans  cet  intervalle.  Etant  donné  un  nombre 
positif  £,  aussi  petit  que  l'on  voudra,  on  peut  toujours  trouver 
une  quantité  positive  o  telle  que,  dans  tout  intervalle  compris 
dans  {a,  h)  et  inférieur  à  o,  V oscillation  de  la  fonction  soit  in- 
férieure à  e. 

Ce  fait  résulte  immédiatement  de  la  continuité.  Supposons  que 
l'intervalle  (a,  b)  soit  partagé  en  un  certain  nombre  de  parties 
égales,  chacune  d'elles  en  ce  même  nombre  de  parties,  et  ainsi  de 
suite.  Je  dis  que  nous  arriverons  ainsi  à  des  intervalles  dans  cha- 
cun desquels  l'oscillation  de  f(x)  sera  inférieure  à-«  Admettons, 

en  effet,  que  notre  lemme  soit  inexact;  qu'arrivera-t-il?  Si  loin 
qu'on  pousse  la  division,  on  aura  au  moins  un  intervalle  dans  le- 
quel l'oscillation  sera  supérieure  à  ->  dans  cet  intervalle  un  autre 
intervalle  où  l'oscillation  sera  encore  supérieure  à  -  ?  et  ainsi  de  suite. 

Ces  intervalles  étant  compris  les  uns  dans  les  autres,  et  tendant 
vers  zéro,  les  extrémités  de  chacun  d'eux  tendent  forcément  vers 
un  même  point  limite  a;  nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  que 

l'oscillation  de  la  fonction  serait  supérieure  à  -  dans  un  infervalle 

(a  —  A,  a  4-  h),  Ji  étant  aussi  petit  qu'on  voudra,  ce  qui  est  im- 
possible puisque  la  fonction  est  continue.  D'ailleurs  a  pourrait 
coïncider  avec  a  ou  b^  mais  le  raisonnement  reste  toujours  appli- 
cable. 

Pour  le  mode  de  subdivision  adopté,  il  arrivera  donc  un  mo- 
ment où  l'oscillation  dans  chaque  intervalle  sera  inférieure  à  -; 

prenons  alors  pour  o  la  longueur'de  cet  intervalle,  ce  nombre  sa- 
tisfera aux  conditions  de  l'énoncé,  puisque  un  intervalle  de  lon- 
gueur 0  se  composera  toujours  au  plus  de  deux  parties,  dans  cha- 
cune desquelles  l'oscillation  sera  inférieure  à  -• 

Cela  posé,  nous  pouvons  démontrer  le  théorème  fondamental  qui 
suit  : 

Théoiœme.  —  La  somme 

{Xi~a)f{a)-{-...-h{b  —  Xn-i)f(^a-l  ) 
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tend  vers  une  limite,  quand  tous  les  intercaliez  {^i+\,Xi)  ten- 
dent vers  zéro,  suivant  une  loi  quelconque^  en  même  temps  que 
leur  nombre  augmente  indéfiniment. 

Prenons  d'abord  une  première  loi  de  subdivision  telle  qu'on 
passe  d'une  subdivision  à  la  suivante  en  fractionnant  chacun  des 
intervalles.  Nous  poserons 


—  X;  —  Ùi 


et  nous  désignerons  par  M/_^,  et  nii^i  le  maximum  et  le  minimum  de 
/{oc)  dans  cet  intervalle  ;  dans  ces  conditions,  les  deux  sommes,  qui 
comprennent  la  somme  proposée, 

mi  r^i -+- m,  ôo  H- . . . -^  m,i  o„ 

onl  chacune  une  limite,  car  la  première  va  constamment  en  dé- 
croissant, et  la  seconde  en  croissant.  Les  deux  limites  sont  d'ail- 
leurs égales,  car  si  nous  prenons  une  subdivision  telle  que  tous  les 
intervalles  soient  moindres  que  8,  on  aura  M^ —  mi<C  £,  et  la  dif- 
férence des  deux  sommes  sera  inférieure  à 

£(oi  4- 02 +•  •  •+ 5m)        oli         £(^  —  a). 

La  différence  des  deux  limites  étant  plus  petite  que  tout  nombre 
donné,  puisque  £  est  arbitraire,  sera  donc  rigoureusement  nulle. 
Soit  [JL  la  valeur  de  cette  limite.  Il  faut  maintenant  montrer  que 
tout  autre  mode  de  subdivision  conduira  à  la  même  limite. 

Considérons  un  certain  système  d'intervalles^,  (<7,  ^i , . . . ,  Xn_i,  6), 
compris  dans  la  loi  de  subdivision  qui  nous  a  donné  la  limite  |ji  ; 
nous  supposons,  comme  il  est  permis,  que  tous  ces  intervalles 
soient  moindres  que  8.  Concevons  alors  un  autre  mode  de  subdi- 
vision, et  dans  celui-ci  un  système  d'intervalles  jk,  («>JKo  •••5  ^)i 
tel  que  le  plus  grand  des  intervalles  jk  soit  inférieur  au  plus  petit 
des  intervalles  x.  Entre  deux  valeurs  consécutives  quelconques  de 
X  se  trouvera  au  moins  une  valeur  de  y.  Ecrivons  sur  une  même 
ligne  l'ensemble  des  valeurs  de  ^  et  y 

Soient  S^  et  S^  les  sommes  relatives  aux  subdivisions  x  el  j\ 
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Nous  pouvons  écrire  Sy  de  la  manière  suivante  : 

(ri -«)/(«)  + (72 -7i)/(jKi)+...+(7|j,—7(j,-i)/(7jx-i)+(^i—rjx)/(7{;.) 

(7[i,+  l  — ;27i)/Cyj;.)-h ^-(^2— 7v)/(7v) 

(7v+i  —  ^2)/(7v)+ 


Comme/(7,),  .  . . ,  f{y^)  diffèrent  de  f{a)  de  moins  de  s,  la 
première  ligne  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

f(a)(xi  —  a)  +  Ri  avec  |  Ri  |  <î(a7i  —  a), 

(le  crochet  |  a  |  indiquant  la  valeur  absolue  de  a);  de  même  la 
seconde  ligne  pourra  s'écrire 

/(a^i)  (a^-s  — ^i)  4- R2  avec  I  R2  I  <£(^2— ^i)> 

et  ainsi  de  suite.  Si  donc  on  forme  la  différence  Sx —  Sj,  on  aura 
évidemment 

I  S..,-S,.  I  <s(b-a). 

Or  Sa  tend  vers  la  limite  [Ji;  il  en  résulte  qu'à  partir  d'un  certain 
moment  Sj  diffère  de  [jl  d'aussi  peu  qu'on  veut,  c'est-à-dire  a  [a 
pour  limite,  comme  nous  voulions  l'établir. 

La  limite  dont  l'existence  vient  d'être  démontrée  s'appelle  une 
intégrale  définie  et  se  représente  par  le  symbole 


.( 


h 

f{x)dx, 


qui  s'énonce  :  somme  de  a  à  bf{x)dx. 

Le  signe  /  rappelle  l'origine  de  cette  limite  de  sommes;  la  lettre 

X  sous  le  signe  d'intégration  peut  être  remplacée  par  toute  autre 

lettre;  l'expression  /    f{y)  dy  est  identique  à  la  précédente. 

C)n  a  supposé,  pour  fixer  les  idées,  a<^b,  mais  on  établira 
évidemment  de  la  même  manière  l'existence  de  l'intégrale  dans  le 
cas  où  a  est  supérieur  à  ^. 

3.   Au  lieu  de  considérer  la  somme  précédente,  on  eût  pu  con- 
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sidérer  d'une  manière  plus  générale  l'expression 

{or^—a)f{a  +  61O1)  -f-  (5^2  — ^i)/(^i+  O252)  -H.  .  . 

les  quantités  8  étant  prises  arbitrairement  entre  zéro  et  un.  La 
limite  de  celte  somme  sera,  quels  que  soient  les  9,  la  même  que 
tout  à  l'heure.  En  effet,  les  intervalles  étant  supposés  plus  petits 
que  o,  cette  somme  diffère  de  la  précédente  d'une  quantité 
moindre  que  £  (^  —  «),  et  l'assertion  devient  évidente. 

Les  remarques  suivantes  résultent  immédiatement  de  la  défini- 
tion de  l'intégrale.  On  a  tout  d'abord 


J  f{x)dx-^J  f{x) 


dx  r=  o, 


car  les  éléments  des  deux  sommes  sont  deux  à  deux  égaux  et  de 
signes  contraires. 

Plus  généralement,  on  aura 

f{x)dx-^         f{x)dx-\-         f{x)dx^o, 

^  b  ^c 

comme  on  a  en  géométrie  ah  -\-  hc  -\-  ca  ^=.  o,  en  tenant  compte 
du  principe  des  signes. 

Supposons  maintenant  que  dans  l'intervalle  {^a^  h)  la  fonction 
continue  f{x)  ait  un  maximum  M  et  un  minimum  m,  l'intégrale 


i 


b 

f{x)dx 


sera  comprise  entre  M  (6  —  a)  et  m  {h  —  a),  en  remarquant  que 
1     dx  =  ^  —  a.  On  pourra  donc  écrire 

/     fXx)dx=Mb-a), 

A  étant  compris  entre  M  et  m.  La  fonction  f{x)  prendra  la  va- 
leur A  pour  une  valeur  au  moins  \  comprise  entre  a  et  ^(');  nous 


(')  Une  fonction  continue  clans  un  intervalle  fi^x)  atteint  effectivement  son 
maximum  et  son  minimum  clans  cet  intervalle,  et  elle  prend  toutes  les  valeurs 
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avons  ainsi 


.( 


b 

f{x)dx^fa){h-a), 


5  étant  compris  entre  a  et  b. 

La  formule  précédente  se  généralise  immédiatemen[.  Considé- 
rons en  effet  l'intégrale 

{'?.)  f  f{x)^{x)dx 

et  admettons  que  ^{x)  soit  positif  enire  les  limites  de  Tinté- 
grale.  Désignons  encore  par  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum 
de  f(x)  ;  nous  aurons 

M^(a)(xi  —  a)>f(a)o{a)  {xi—  a)  >  mo(a)(Xi~a), 
Mo  (xi)  (X2—  xi)  >  /(xi)  ^{xi)  (x,^  —  Xi)  >  m^{xi)  {x,^~  xi), 

Mo{Xa-i){b—X„-i)  >f{Xn-i)^iXa-i)ib—Xn-i)  >  mo  (Xn-i){b  —  Xn-i), 

si  l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  a  soit  inférieur  à  h. 

Ajoutant  membre  à  membre  et  passant  à  la  limite,  on  voit  que 
l'intégrale  (2)  sera  comprise  entre 

M  /     (f{x)dx        et         m  j     o{x)dx. 

On  pourra  par  suite  écrire 

f  f{x)'^{x)dx^f{^)  f    ^{x)dx, 

\  étant  compris  entre  a  et  b. 

II.  ~  Fonction  ayant  pour  dérivée  une  fonction  donnée. 
Applications  géométriques. 

4.  Nous  pouvons  maintenant  répondre  d'une  manière  précise 
à  la  question  que  nous  avons  posée  au  début  de  ce  Chapitre.  Soit 


intermédiaires.  Nous  n'insistons  pas  sur  ces  théorèmes  qu'on  admet  sans  peine; 
on  en  trouvera  par  exemple  la  démonstration  dans  le  Mémoire  de  M.  Darboux 
sur  les  fonctions  discontinues  {Annales  de  l'École  Normale,  1875). 
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f{x)  une  fonction  continue  dans  un   intervalle  (<7,  b)\  x  étant 
compris  dans  cet  intervalle,  l'intégrale 


f  f{y)-dy 


est  une  grandeur  bien  déterminée  qui  dépend  de  la  limite  supé- 
rieure x\  cette  intégrale  est  donc  une  fonction  de  x^  F(^);  nous 
allons  démontrer  qu'elle  a/(.r)  pour  dérivée.  On  a  en  effet 

.F(^-i-/i)-F(^)  -  ^        Ay)dy  =  hf{\), 

\  étant  compris  entre  x  qI  x  +  h.  De  là  résulte  d'abord  que  la 
fonction  F(^)  est  continue;  nous  avons  ensuite 

h  -Jy--)^ 

et,  en  faisant  tendre  Ii  vers  zéro,  on  voit  que  le  premier  membre 
a  une  limite  qui  est/(^).  Nous  avons  donc 

et  V  existence  d^  une  fonction  continue  F(^),  ayant  pour  déri- 
vée une  fonction  continue  donnée  f{x)^  est  démontrée. 

o.  Si,  par  un  procédé  quelconque,  on  a  trouvé  une  certaine 
fonction  continue  F(^)  qui  admet  pour  dérivée /(^),  cette  fonc- 
tion ne  différera  que  par  une   constante  G  de  l'intégrale  définie 

/f{y)dy,   puisque  cette  intégrale  a  même  dérivée  que  V{x). 
On  aura  donc 

^^  a 

En  particulier,  si  jc  =  «,  on  trouve  F  (a)  =^  G;  par  suite 

(3)  F(^)-F(a)=   r  /(7)^7; 

*J  a 

et  si  l'on  fait  ^  =  6, 

F(è).-F(a)=y  f{y)dy, 
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formule  qui  est  fondamenlale  pour  le  calcul  des  intégrales  défi- 
nies. 

De  cette  formule  et  de  ceUe  établie  (§  3), 

f  f(x)dx=fCc,){b  —  a), 

on  conclut  le  théorème  souvent  désigné  sous  le  nom  de  théorème 
des  accroissements  finis.  Soit,  en  effet,  F(^)  une  fonction  con- 
tinue ayant  pour  dérivée /(^),  il  viendra 

Y{h)-¥{a)^{h-a)W{X), 

c'est  le  théorème  des  accroissements  finis.  Il  se  trouve  démontré, 
par  ces  considérations,  pour  une  fonction  continue  F(^)  ayant 
une  dérivée  F'(x)  elle-même  continue. 

On  sait  que  la  démonstration  de  M.  Bonnet,  donnée  aujourd'hui 
dans  tous  les  cours  de  Mathématiques  spéciales,  n'exige  pas  que  la 
dérivée  soit  continue,  mais  seulement  qu'elle  existe  et  soit  finie. 

6.  Une  remarque  importante  concerne  le  cas  où  la  fonction 
F(^)  aurait  plusieurs  déterminations,  ce  qui  arrive  pour  les  fonc- 
tions circulaires  arcsin^,  arc  tang^.  Pour  éviter  toute  difficulté, 
on  doit  partir  de  la  formule  (3)  ;  on  prend  pour  F(rt)  une  de  ses 
déterminations;  pour  x  voisin  de  a,  il  y  aura,  dans  les  cas  qui  se 
recontrent  le  plus  fréquemment,  une  seule  détermination  de  F(^) 
voisine  de  celle  que  l'on  a  choisie  pour  F(a).  On  trouvera  ainsi, 
de  proche  en  proche  et  sans  ambiguïté,  la  valeur  qu'il  faut  adop- 
ter pour  F(^),  quand  x  variera  de  a  à  Z^.  Soit,  par  exemple, 

on  peut  prendre 

F(a7)=  arc  tanga:*. 

Parmi  les  déterminations  diverses  de  arc  tang^,  choisissons  celle 
qui  s'annule  pour  x  =  o^  on  aura  alors 


r 


— — -  =  arc  tango, 


arctang^  étant  la  détermination  de  arc  tan  g  jc  obtenue  en  suivant 
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d'une  manière  continue,  de  ^' =  o  à  ^  ^^  6,  la  déterminalion  de 
arc  tang^  qui  s'annule  pour  x  =  o]  par  suite,  dans  la  formule  pré- 
cédente, arc  tang^  représen.tera  l'arc  compris  entre  —  -  et  -f-  -  » 
ayant  b  pour  tangente. 


7.   L'intégrale  définie 


X' 


f{x)dv         {a<b) 


est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique.  Considérons  la 
courhe  y  =  f(^œ)  et  supposons  d'abord /(:r)  positif  quand  avarie 
entre  a  et  0.  Chacun  des  termes  de  la  somme 

représente  un  rectangle  de  hauteur /(^z)  et  de  base  (.r/+,  — ^i)'r 
si  l'on  convient  d'appeler  aire  limitée  par  la  courbe,  l'axe  des  œ  el 
les  deux  droites  œ  -~  «,  ^  =  6,  la  limite  de  la  somme  de  ces  rec- 
tangles, nous  pourrons  dire  que  l'intégrale  définie  représente  une 
aire.  Si  /(^)  n'élaitpas  toujours  positif  de  a  k  b,  on  voit  de  suite 
que  l'intégrale  précédente  représente,  en  supposant  toujours  a  <C  b, 
l'aire  comprise  entre  les  ordonnées  x  =  a  ei  x  —  b^  en  ayant  soin 
de  considérer  comme  négatives  les  portions  de  cette  aire  situées  au- 
dessous  de  l'axe  Oûo.  Si  «>  ^,  ce  sont  au  contraire  les  portions 
d'aire  au-dessus  de  O^  que  l'on  devra  considérer  comme  négatives, 
et  les  autres  comme  positives. 

Une  autre  remarque  plus  importante  est  relative  au  cas  où  la 

Fig.  I. 


fonction  f{x)  passerait  brusquement  d'une  valeur  à  une  autre, 
comme  l'indique  la  figure.  Pour  x  =  c,f{x)  passe  brusquement 
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de  cG  à  cD.  L'intégrale  définie  n'en  a  pas  moins  un  sens  précis  : 
elle  représente  la  somme  des  deux  aires,  entendues  comme  il  vient 
d'être  dit,  AGac  et  DBcb.  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à  élar- 
gir notre  notion  de  l'intégrale  définie,  en  voyant  quey(^),  en  gé- 
néral continue,  peut  avoir  entre  a  el  b  un  nombre  limité  de  dis- 
continuités delà  nature  indiquée  sans  que  l'intégrale  cesse  d'avoir 
un  sens  précis. 

Si  l'on  considère  maintenant  l'intégrale 

F(^)---  f  f{x)dx, 

^  a 

ce  sera  une  fonction  continue  de  ^  et  elle  aura  pour  dérivée/(.r), 
nous  l'avons  dit,  pour  les  valeurs  de  x  qui  rendent /(^)  continue. 
Pour  une  valeur  telle  que  x^=c^  au  contraire,  cette  fonction  n'aura 
pas  de  dérivée,  le  rapport 

F(c-4-/0  — F(c) 


tendant  vers  la  limite  Ce  ou  la  limite  De,  suivant  que  h  tend  vers 
zéro  par  valeurs  négatives  on  positives. 

8.  Comme  seconde  application  géométrique  de  la  notion  d'in- 
tégrale définie,  définissons  la  longueur  dhui  arc  de  courbe.  Soit 
une  courbe  gauche  représentée  par  les  trois  équations 

et  admettons  que,  t  variant  de  a  à  6  (a  <^  6),  le  point  (^,  y^z')  dé- 
crive un  arc  de  cette  courbe  AB,  en  allant  toujours  dans  le  même 
sens.  Les  fonctions/,  o  et  h  et  leurs  dérivées/',  ^'  et  cp'  sont  sup- 
posées continues  de  a  à  ^. 

Ceci  posé,  prenons  sur  l'arc  AB  les  points  Ai ,  Ao, . .  . ,  A,,_, ,  cor- 
respondant aux  valeurs  ^i ,  ^o?  •  •  •  ?  ^«-i  du  paramètre  /,  et  considé- 
rons le  contour  polygonal  A  A,  Ao  • .  •  A„_,  B.  Nous  allons  voir  que 
ce  contour  polygonal  tend  vers  une  limite,  quand  tous  les  côtés 
tendent  vers  zéro,  leur  nombre  augmentant  indéfiniment  :  ce  sera 
la  longueur  de  l'arc.  En  effet,  le  côté  AiA/_j.,  a  pour  expression 

,     c.  =  v/[/(^m)-/(^/)]2+[?(^m)-?(^/)j^H-[1^(^.>i)-'l^(^^-)J-'; 
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et  l'on  a 

avec  des  égalités  analogues  pour  cp  et  '}.  Or,  si  tons  les  intervalles 
ti^i  —  ti  sont  suffisamment  petits,  toutes  les  quantités  £/  auront 
une  valeur  absolue  moindre  que  telle  quantité  donnée  à  l'avance 
(d'après  le  lemme  du  §  2)  :  nous  pouvons  donc  écrire 

Ci  =  ( ?/^i -  ti)  [v//'H'^-)^?'n^/)--<vn^o  +  p J. 

••  et  tous  les  OiSont  inférieurs  en  valeur  absolue  à  une  quantité  don- 
née à  l'avance  £,  si  tous  les  intervalles  sont  suffisamment  petits. 
Nous  aurons  alors 

Xc/  =  s:{ti^^-f^)^j'-z^(i)^o'\ti)-^^'^{ti)  -u  2pK^/+J  -  ti)  : 

la  première  somme  a  pour  limite 


I 


la  seconde  tend  vers  zéro,  puisque  sa  valeur  absolue   est  moindre 
que  E{b  —  a). 

Nous  avons  en  résumé 


f  \'r- 

^  a 


i^t)-^^^"-{t)^'h'-^[t)dt. 


Si  à  la  place  de  b  on  met  t  comme  limite  supérieure,  s  devien- 
dra une  fonction  de  ^,  et  on  aura  pour  exprimer  la  différentielle  ds 
la  formule  fondamentale 

ds^=dx^--^dy''^dzK 

Prenons  comme  exemple  une  cjcloïde,  c'est-à-dire  la  courbe 
plane  obtenue  de  la  manière  suivante  :  Une  circonférence  de  rayon 
R  roule  sur  une  droite  fixe,  tout  point  de  cette  circonférence  décrit 
une  cjcloïde. 

Faisons  partir  le  point  décrivant  de  l'origine  des  coordonnées 
sur  la  droite  fixe,  prise  pour  axe  des  x.  En  appelant  Q  l'angle  dont 
on  aura  tourné  le  rayon  allant  au  point  fixe  qui  décrit  la  courbe, 
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on  aura  pour  coordonnées  de  ce  point 

ir  r^  R(0_sinO), 
y  =  \\{i  —  cosO). 

ds'^  =  dx'*'  -\-  df^ 


La  formule 
nous  donne 

et  par  suite 


ds'^=  4R2sin2  -  d^,   ' 


ds  =  2R  sin  -  <^0, 
2 


si  l'on  veut  que,  Q  étant  compris  entre  o  et  iiz,  5  et  B  croissent  en- 
semble. En  comptant  les  arcs  à  partir  de  l'origine,  on  aura  donc 


5  =  4  R  (  I  —  cos  - 


III.  —  Intégration  par  parties.  —  Formule  de  Taylor. 
Changement  de  variable. 

9.  Nous  venons  de  voir  qu'étant  donnée  une  fonction  continue 
f{x)^  il  existe  toujours  une  fonction  continue  ayant  f{x)  pour 
dérivée;  on  sait  d'ailleurs  que  toutes  les  fonctions  continues 
ayant  même  dérivée  ne  diffèrent  que  par  une  constante.  Quant  à 
la  recherche  effective  de  cette  fonction,  elle  ne  peut  pas  en  géné- 
ral être  faite  5  c'est  qu'en  effet  l'opération  de  l'intégration  conduit 
le  plus  souvent  à  une  transcendante  nouvelle,  qui  n'est  pas  suscep- 
tible de  s'exprimer  à  l'aide  de  fonctions  introduites  auparavant 
dans  l'Analyse  mathématique.  On  voit  donc,  dès  le  début  du  Calcul 
intégral,  s'introduire  au  moyen  de  l'intégration  un  nombre  illimité 
de  fonctions  nouvelles.  Nous  étudierons  bientôt  quelques  cas  par- 
ticuliers en  prenant  ^owy  f  (^x)  des  fonctions  très-simples. 

Le  procédé  d'intégration  dit  par  parties  permet  de  transformer 
une  intégrale  en  une  autre,  et  il  y  a  là  souvent  une  facilité  pour  la 
recherche  effective  de  cette  intégrale.  Soit  l'intégrale 


X 


dv    , 


u  et  V  désignant  deux  fonctions  continues  de  x.  En  se  servant  de 
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la  formule 

dv  _  d{uv)  du 

dx  dx  dx 

nous  aurons  immédiatement,  en  multipliant  par  dx  et  intégrant 
(le  a  à  b^ 

■^'     dv    ,         ,      .;,        r^     du 


J    u£dx  =  ia.y;-J    ç'£dx, 


où  {u^)a  représente  la  difTérence  des  valeurs  du  produit  iw  pour 
jo  =  a  ei  X  =^  b.  On  voit  que  les  calculs  des  deux  intégrales 


rf{)  f  nii 

dx 


I      u  -r-  dx         et  \      V 


dx 


se  ramènent  l'un  à  l'autre. 

Plus  généralement,  on  peut  ramener  l'une  à  l'autre  les  deux 
intégrales 

r^     d'^v  ,  r^    d'm  , 

/      u  —, —  dx        et  /      p'  -, —  dx, 

/  dx'^  J         dxf^        ' 

«-  <i  ^  a 

où  -7 —  et  -, —  désis^nent  les  dérivées  d'ordre  n  des  fonctions   // 
dx  «        dx'i  ^ 

et  t^  de  X.  On  le  verrait  sans  peine  en  appliquant  n  fois  de  suite 

rintégration   par  parties;   mais,    pour  obtenir   la   formule  finale 

sous   une  forme  plus  élégante,  prenons,  avec  M.  Kronecker  (*), 

deux  fonctions /(^)  et  g(x),  et  partons  de  l'identité 

(  f^''K^)g^"'''K—^)  —  /^''"^Kx)  g'^'^-t'-^'^\~  x) 

D'une  manière  générale /'"^(^)  désigne,  suivant  l'usage,  la  dé- 
rivée d'ordre  n  de /(^),  et  ^^"^  (— ^)  la  dérivée  d'ordre /i  de  ^(.r) 
où  l'on  remplace  x  par  —  x. 

Faisons  successivement  dans  (4)  h-~  i,  2,  . ..,  n  et  addition- 
nons. On  aura 


(')  Ueber  eine  bei Anwendung  der partiellen  Intégration  niXtzlische  Formel 
{Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1884  ). 
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et,  si  Ton  intègre  entre  a  et  ^, 

A  u        '  h  — Il 


Le  calcul  de  la  seconde  intégrale  se  trouve  donc  ramené  à  ce- 
lui de  la  première. 

10.   Indiquons  deux  applications    de    la   formule    précédente. 
Posons 

f{x)^¥{x),         g(x)^    1:^7::, V' 
nous  aurons 

et  en  développant 


F{b)  =  F{a)-^(b-a)F'{a)^... 

.         1.1...  n  J^  ^    ^  1.2...11 

C'est  la  formule  de  Taylor.  Le  reste  se  présente  sous  la  forme 
d'une  intégrale  définie.  Il  est  facile  de  mettre  ce  reste  sous  la 
forme  habituelle,  en  se  servant  du  théorème  démontré  au  §3. 
On  peut,  en  effet,  écrire 

r"  F'-H*)  ^-^^^  dx  =  F>-.>(f  )  f'i'^^^l  d... 
J„  i.2...«  ^'V^_      i. ■>....  n 

(h  /7  V'+l 

^'^   I.2.../Z(/14-|) 

^  étant  compris  entre  a  et  b. 

Gomme  seconde  application,  nous  prendrons 

g{x)  ={x-\-ay^{x-^byt\ 
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la  formule  se  réduira  alors  à 

/     f^'^^{x){x  —  a)'^{x —  b)'^  dx  —  l    f{x)g^"\  —  x)dx  =  o. 

Le  premier  terme  de  cette  relation  ï^era  nul,  si  /(^)  est  un  po- 
lynôme, d'ailleurs  arbitraire,  de  degré  (/i —  i),  et,  par  suite,  nous 
avons,  en  posant 

où  A  est  une  constante, 

'  r    J\X)V  n{x)  dx  =  LU 

l\^(.r)  est  un  poljnôme  de  degré  n  et  f{oc)^  je  le  répète,  repré- 
sente un  polynôme  arbitraire  de  degré  ii  —  i.  La  relation  précé- 
dente exprime  une  prapriété  remarquable  du  polynôme  P/j(^) 
de  degré  ft'^  nous  allons  montrer  qu'elle  le  définit  complètement 
à  un  facteur  près.  Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  un  second  poly- 
nôme Y  a  de  degré  /?,  tel  que 

/    f{^x)\ndx^o: 

*J  a 

on  aurait,  C  étant  une  constante  arbitraire, 


Or  on  peut  choisir  C  de  manière  que  I^  —  CY,,  soit  de  degré 
//  —  I  .  Nous  pouvons  alors  prendre,  le  polynôme /(^)  étant  arbi- 
traire, 

cl  nous  aurions 


^    (r\-GY,0^^^-o, 


ce  qui  entraîne  nécessairement  Vu  —  CY„  ::i^  o  pour  toute  valeur 
de  x\  donc  Y«  ne  diffère  de  P/^  (/ue  par  un  fadeur  conslant. 
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On  aura  en  particulier 

.b 


£ 


m  ^  /i, 


De  cette  seule  égalité  on  peut  conclure  une  relation  remarquable 
entre  trois  polynômes  P,^  consécutifs.  Pour  définir  complètement 
ces  poljnômeSj  supposons  que  le  premier  coefficient  dans  chaque 
polynôme  soit  l'unité.  On  aura  évidemment 

^  1   /i  =   1   «4-1  -i~  ^0  Prt  "T~  •  •  •  +  C,i  Pq  , 

les  G  étant  des  constantes  déterminées  par  cette  identité  même. 

Je  dis  que 

Ga  =  Gg  =. .  .=  C„  =  o. 

Multiplions  en  effet  par  P,,_o  <i^  les  deux  membres  de  l'iden- 
tité et  intégrons  entre  «  et  ^  :  nous  aurons 


^A   Pi 


o. 


Le  multiplicateur  de  C2  étant  une  somme  de  quantités  de  même 
signe  n'est  pas  nul;  il  faut  donc  que  Go  =  o.  Pareillement,  on 
verra  que  G3,  . .  . ,  G„  sont  nuls,  en  multipliant  par  P;ï_3,  . . . ,  P,, 
l'identité  écrite  plus  haut.  Il  reste  donc 

x\.  n^=-  \  «4-]  -t-  Go  1  «  -T-  Gj  P/j-i  : 

c'est  la  relation  entre  trois  polynômes  consécutifs  P;ï_,,  P/^,  1\_^i 
que  nous  voulions  obtenir,  et  qui  est  fondamentale  dans  la  théorie 
de  ces  polynômes. 

11.   On  pourra  souvent  faire   avec   profit,   dans  une   intégrale 
définie,   un   changement  de   variable.   Imaginons   donc  que  dans 


intégrale 


-Ù''' 


)  dx 


on  considère  x  comme  une  fonction  cp(^)  d'une  variable  l\   nous 
allons  supposer  d'abord* que,  lorsque  t  varie  d'une  manière  con- 
tinue et  dans  le  même  sens  de  ^^  à  T,  ^  varie  aussi  d'une  ma- 
p.-  I.  2 
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nière  continue  et  dans  le  même  sens  de  a  à  b.  Si  l'on  substiliie 
la  variable  ^  à  la  variable  x  dans  la  sommalion,  par  quelle  nou- 
velle sommation  représenterons-nous  la  valeur  de  l'intégrale? 

Pour  le  voir,  partageons  l'intervalle  de  /«  à  T  en  n  intervalles 
correspondant  aux  valeurs  t^^t^^  ...,  tfi_^  ;  soient  ^,,  x^,  .  • . ,  Xn~\ 
les  valeurs  correspondantes  de  x.  On  aura,  d'après  le  théorème 
des  accroissements  finis, 

^1—  a  =  {ti—  ^o)^'(Oi), 

^2—^1=   (^2—   ?l)?'(02), 


b~Xn-i  =  (T-/„_i)cp'(6,0, 


B/  d'une  manière  générale  étant  compris  entre  ti_i  et  //.  Nous  dé- 
signerons par  ^i  la  valeur  de  x  correspondant  à  t  =  ^i:  ^/  sera 
compris  entre  ^/_,  et  Xi.  Je  forme  alors  la  somme 

(^I-  «)/(^l)  H-  (^2  -  ^l)/(b)  +•  .  •+  (b-^n-O/an), 

qui  deviendra  l'intégrale  I  à  la  limite.  On  peut  l'écrire 

(^1-  ^o)  ?'(Ô,)/[^(Oi)]  --.  .  .-f-  (T  -  ^,_0  O'{^n)f[o{0n)l 

et,  quand  tous  les  intervalles  tendent  vers  zéro,  cette  somme  de- 
vient 

T 

f  /[?(0]?'(0^^-      ■ 

Ainsi  donc,  pour  effectuer  le  changement  de  variables  dans  une 
intégrale  définie,  on  remplace  simplement  x  par  cp(^)  et  dx  par 
o'{t)dt  et  l'on  prend  comme  nouvelles  limites  les  valeurs  de  t 
correspondant  aux  limites  primitives. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que,  t  variant  dans 
le  même  sens  de  to  à  T,  x  variait  lui  aussi  dans  le  même  sens  de 
a  à  b.  Cette  restriction  est  inutile,  pourvu  que  la  fonction /(^) 
soit  continue  pour  l'ensemble  des  valeurs  que  ])rcnd  x  =  '~f{t) 
quand  t  varie  de  /q  '^  T.  Admettons  en  effet  que,  t  variant  d'une 
manière  continue  et  dans  le  même  sens  dans  cet  intervalle,  la  fonc- 
tion X  =  'f{t)  varie  d'abord  dans  le  même  sens  de  ^o  '^  ^m  et  soil 
:r,  =  'f(^,);  puis  supposons  que,  t  variaift  ensuite  de  /,  à  /o»  ^ 
varie  dans  un  sens  toujours  le  même,  mais  différent  du  précédent, 
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depuis  Xi  jusqu'à  x^^=  'f  (^2)»  et  qu'enfin,  t  variant  de  ty  à  T,  ^ 
varie  de  ^2  à  ^  dans  les  mêmes  conditions.  Les  valeurs  Xi  et  ^2 
pourront  d'ailleurs  ne  pas  être  comprises  entre  a  et  b.  On  aura, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

f   'f{x)dx=  f'f{o)^'{t)dt, 
f    f{x)dx=  f  fW^'(t)dt; 
et,  par  suite,  en  faisant  la  somme, 

f  f(x)dx^  f  /(cp)cp'(O 


dt. 


Cette  formule  est  donc  générale. 

On  ne  doit- pas  oublier  que,  dans  ce  qui  précède,  la  fonction 
X  =  '^{t),  servant  à  effectuer  le  changement  de  variable,  est  une 
fonction  de  t  ajant  pour  chaque  valeur  de  t  entre  t^  et  T  une 
valeur  unique  parfaitement  déterminée.  L'application  brutale  de 
la  formule  précédente,  sans  se  rappeler  les  conditions  pour  les- 
quelles elle  a  été  établie,  peut  conduire  à  des  résultats  absurdes. 
Que  l'on  prenne  par  exemple 


/ 


4-1 

dx 
1 


et  qu'on  fasse  sans  précaution  le  changement  de  variable  x-  =  t. 
Gomme  pour  x  =  db  i  on  a  ^ r:=-  i ,  et  que  dx  =^  — -^,  on  sera  con- 
duit  à  l'intégrale 


/: 


/7 


c'est-à-dire  à  zéro,  ce  qui  est  absurde.  11  est  manifeste  que  nous 
ne  sommes  pas  ici  dans  lés  conditions  précédemment  supposées. 
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IV.  —  Extension  de  la  notion  d'intégrale  définie.  —  Cas  où  la 
fonction  et  où  les  limites  deviennent  infinies. 

12.  Dans  l'étude  que  nous  avons  faite  des  intégrales  définies, 
nous  avons  supposé  que  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration 
restait  finie  entre  les  limites  et  pour  les  limites  elles-mêmes.  Nous 
allons  étendre  la  notion  d'intégrale  définie  en  supposant  que  la 
fonction  devienne  infinie,  soit  pour  l'une  des  limites,  soit  entre 
ces  limites. 

Considérons  donc  l'intéerrale 


(5)  J  f{x)dx, 


f{x)  étant  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x^  et  suppo- 
sons que  cette  fonction,  finie  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  a  et  b^  devienne  infinie  pour  x  =^  b.  Dans  quel  cas  devra- 
t-on  attribuer  un  sens  au  symbole  précédent?  Pour  répondre  à 
celte  question,  envisageons  l'intégrale 


X 


f{x)  dx, 


la  limite  supérieure  x  étant  comprise  entre  a  el  b  :  elle  a  un  sens 
parfaitement  déterminé.  Si,  x  tendant  vers  ^,  cette  fonction  de  x 
a  une  limite,  celle-ci  ?>eYdipar  déjinitionldi  valeur  de  l'intégrale  (5). 
Un  exemple  simple  montre  qu'une  pareille  limite  peut  exister. 
Soit  en  effet 

k  étant  positif;  on  aura 


£ 


dx'  {b  —  ay-'^        (b~xy-^ 


{b  —  x'f  \  —  k  \  —  k 


Si  Â"  <  I,  le  second  membre  tend  vers  une  limite,  et  l'on  pourn 
intégrer  f{x)  entre  les  limites  a  et  b.  Si  au  contraire  k^i 
l'intégrale  n'aura  pas  de  limite  pour  x  ^=zb.  Pour  fixer  les  idées 
nous  supposerons  dans  la  suite  a  <Cb, 


INTÉGRALES    DÉFINIES.  21 

13.  Il  n'existe  pas  de  règle  générale  permettant  de  reconnaître 
dans  quels  cas  l'intégrale  aura  une  limite.  On  peut  trouver  des 
règles  d'une  application  de  plus  en  plus  étendue,  mais  on  ne 
saurait  indiquer  une  règle  générale,  de  même  qu'on  ne  peut  indi- 
quer un  théorème  applicable  à  toutes  les  séries,  pour  décider  de 
leur  convergence.  Ici  encore,  comme  dans  la  théorie  des  séries, 
on  comparera  l'intégrale  à  étudier  à  une  autre  que  l'on  sait  avoir 
une  limite. 

Nous  avons  donné  tout  à  l'heure  un  exemple  simple;  considé- 
rons maintenant  un  cas  plus  compliqué  en  supposant  que  la  fonc- 
tion/(^)  puisse  de  a  k  b  être  mise  sous  la  forme 


(b  —  ccY^ 


cp(^)  restant  finie  dans  le  voisinage  de  b  et  pour  x  =  b  (sans  avoir 
d'ailleurs  nécessairement  une  valeur  déterminée  pour  œ  =  b).  Je 
dis  que,  si  k  est  inférieur  à  Vanité,  i' intégrale  (5)  aura  un 
sens  déterminé. 

Prenons  une  valeur  a  entre  a  et  ^;  nous  aurons,  si  x  est  com- 
pris entre  a  et  6, 

(6)  f  f{x)dx=  f  f{x)dx+  f  f{x)dx; 

la  seconde  intégrale  pourra  s'écrire 

ç  est  compris  entre  a  et  .x  (§  3).  Par  hypothèse  '^(^)  est  inférieure 
en  valeur  absolue  à  une  quantité  fixe  M.  Le  second  terme  du  se- 
cond membre,   dans  (6),  est  donc  inférieur  en  valeur  absolue  à 

M(ô  — a)i-^^    ^       ,  ,         ,  ,  ...... 

^-^ Ur,  étant  donne  un  nombre  positii  £  aussi  petit  qu  on 

voudra,  on  peut  prendre  a  suffisamment  voisin  de  b  pour  satis- 
faire à  l'inégalité 
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a  étant  ainsi  choisi,  l'intégrale 


1    f{x)dx, 


quand  x  varie  entre  a  et  b,  sera  comprise  entre  A+  £  et  A —  s,  si 
nous  posons 

A=  f  f{x)dx. 

Nous  donnant  alors  un  nombre  t'  inférieur  à  î,  nous  choisis- 
sons a'  entre  a  et  b^  de  telle  sorte  que 


l  —  k 


<£'. 


Quand  x  variera  entre  a'  et  6,  l'intégrale  I  restera  comprise,  né- 
cessairement, d'une  part  dans  l'intervalle  (A  H- s,  A  —  s)  consi- 
déré plus  haut,  et  aussi  dans  l'intervalle  (A'-h  s'.  A'— s'),  en 
posant 

A'=  /      f(x)dx. 

*J  a 

Ces  deux  intervalles  ont  nécessairement  une  partie  commune 
plus  petite  que  le  premier  d'entre  eux,  puisque  A'  est  compris  dans 
l'intervalle  (A — s,  A-j-s)  et  que  £'<£.  Choisissant  alors  une 
succession  de  nombres  s  décroissant  et  tendantvers  zéro,  nous  au- 
rons, en  considérant  successivement  ces  parties  communes,  une 
suite  d'intervalles  tous  compris  les  uns  dans  les  autres  et  tendant 
vers  zéro.  Leurs  extrémités  tendent  donc  vers  un  point  limite,  et 
par  suite  les  intégrales  A,  A', .  .  .  ont  une  valeur  limite  :  ce  sera 
la  valeur  de  l'intégrale  I  pour  x^=.b.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

A  ce  théorème  joignons  une  proposition  en  quelt[ue  sorte  in- 
verse et  qui  fait  connaître  un  cas  où  l'intégrale  n'aura  pas  de  limite. 

Si  l'on  peut  mettre /(^)  sous  la  forme 


(<^— 57)^ 


k  étant  supérieur  à  l'unité,  et  'f  (^)  restant,  dans  le  voisinage  de 
bj  supérieur  à  une  quantité  positive  M,  ou  inférieur  à  une  quantité 
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négative  — M,  M  étant  diflerent  de  zéro,  V  intégrale  prise  de  a  à 
b  n'aura  pas  de  sens. 

La  démonstration  est  immédiate,  car  on  aura,  en  désignant  par 
a  une  valeur  suffisamment  voisine  de  b^ 

i  ^^"-^^'"  ^X  (^-^^  ^  '^'^  \r^^ ^^=^^J  • 

la  quantité  entre  crochets  augmente  indéfiniment  quand  x  tend 
vers  Z?,  puisque  A  est  plus  grand  que  i;  d'autre  part,  cp(^)  est  supé- 
rieur à  M  en  valeur  absolue.  Donc  l'intégrale  grandira  sans  limite. 

14.  Nous  avons  supposé  que  la  fonction  devenait  infinie  pour 
une  limite  de  l'intégrale  ;  si  elle  devient  infinie  pour  une  valeurs 
comprise  entre  a  et  6,  on  partagera  l'intégrale  définie  en  deux  au- 
tres. Chacune  des  intégrales 


f  f{x)  dx  et  f  /( 


x)  dx 


deçra  avoir  un  sens,  et  l'intégrale  prise  de  a  à  6  sevà^ par  défini- 
tion, la  somme  des  deux  intégrales  précédentes. 

Ajoutons  une  remarque  importante.  Si/(^),  discontinue  pour 
X  =z  c,  est  la  dérivée  d'une  fonction  F(^)  continue  pour  cette  va- 
leur et  ayant  une  seule  détermination,  on  aura 


f{x)dx  =  F{c)-¥(a), 


puisque  cette  intégrale  est  la  limite  F(c  — s)  —  F(a)  quand  la 
quantité  positive  £  tend  vers  zéro.  On  aura  pareillement 


et  enfin 


j    f(x)dx=^F(b)-F{c), 
/     f{x)dx  =  ¥{b)~F{a). 


15.   Considérons  maintenant  le  cas  où  l'une  des  limites  de  l'in- 
tégrale, la  limite  supérieure,  par  exemple,  devient  infinie.   Soit 
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toujours  l'intégrale 

f{x)  étant  une  fonction  continue  pour  toute  valeur  finie  de  œ  su- 
périeure art.  Si,  lorsque  x  grandit  indéfiniment,  les  valeurs  suc- 
cessives de  cette  intégrale  tendent  vers  une  limite,  on  la  représen- 
tera par  le  sjmbole 


x)  dx. 


Un  exemple  simple  nous  est  fourni  par/(^)  =z  -^^.  On  a  (nous 
supposons  a  >>  o) 

dx         .r-"-^i  «-«+1 


/         X"- 


—  n  -\-\ 


Si  «  ^  I ,  le  premier  terme  devient  nul  pour  ^=.00,  et  l'inté- 
grale a  une  limite.  Si  au  contraire  /^  <  i ,  l'intégrale  n'aura  pas  de 
limite;  il  en  sera  de  même  pour  a  ^zz\^  car  l'intégration  donnerait 
alors  un  logarithme. 

Ici,  comme  plus  haut,  la  comparaison  de/(^)  à  une  fonction 
pour  laquelle  on  sait  comment  se  comporte  l'intégrale  quand  x 
grandit  indéfiniment  conduit  à  une  règle  qui  pourra  quelquefois 
permettre  de  décider  s'il  j  a  ou  non  une  limite.  Nous  pouvons  être 
bref  après  les  explications  données  (§  13);  à  l'aide  de  raisonne- 
ments analogues,  on  démontrera  les  deux  théorèmes  suivants: 

Si,  pour  X  suffisamment  grand,  f{^)  P^ui  se  mettre  sous  la 

forme  ^-l^ y  '^{x)  restant  en  valeur  absolue  inférieur  à  une 

quantité  fixe,  et  n  étant  supérieur  à  V  unité,  V  intégrale  I  aura 
une  limite  pour  X  =  co.  Au  contraire ,  sif{x)peut  se  mettre  sous 
la  forme  précédente ,  ^{x)  étajit,  à  partir  dhine  valeur  de  Xy 
toujours  supérieur  à  unequantité  H-  M  ou  inférieur  à  une  quan- 
tité —  M  (M  n^ étant  pas  nul)  et  n  étant  inférieur  ou  égal  à 
l^ unité,  V intégrale  n'aura  pas  de  limite. 

16.  Nous  aurons  souvent  à  appliquer  les  théorèmes  des  §§  13  et 
15  :  quand  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  est  algébrique, 
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ils  permettent  toujours  de  décider  si  l'intégrale  considérée   a  ou 
non  une  limite.  Ainsi,  étant  donnée  une  fraction  rationnelle  irré- 

duotible  ir^.  '  l'intésfrale 


F(^) 


b' 


/ 


F{cc)  "-^ 


augmentera  indéfiniment,  quand  x  tendra  vers  une  racine  de  F(^). 
Soit  en  effet  b  une  racine  de  F(^),  la  fraction  rationnelle  pourra, 
dans  le  voisinage  de  b^  se  mettre  sous  la  forme 

^  (x) 


{b  —  ce  )"' 


cp(^)  étant  fini  et  différant  de  zéro  pour  x  =  b^  et  n  représen- 
tant un  entier  positif  au  moins  égal  à  l'unité. 
Prenons  au  contraire 

^'^^  V{x)dx 


I 


s/K{x) 


P  et  R  désignant  deux  polynômes.  Quand  x  tend  vers  une  racine 
simple  b  du  polynôme  ^{x)^  on  peut,  dans  le  voisinage  de  ^=  ^, 
écrire 


V^R(^) 


{b-xY 


cp  [x)  restant  fini  pour  x  =  b..  L'exposant  /r  (§  13)  est  ici  égal  à  |  : 
l'intégrale  aura  donc  un  sens. 

Voici  encore  une  remarque  importante,  relative  au  cas  où  la  li- 
mite supérieure  augmente  indéfiniment.  Quand  l'intégrale  1  a  une 
limite,  f{x)  a  nécessairement  zéro  pour  limite  lorsque  x  croît  in- 
définiment, si  toutefois  elle  a  une  limite.  En  effet,  s\  f[x)  tendait 
vers  une  limite  M^  o,  cette  fonction  serait,  à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  <2,  supérieure  à  un  nombre  fixe  M<;  par  suite, 

j     f{x)dx     >Mi  f    dx^Mi{x—a), 

et  l'intégrale  grandirait  indéfiniment  avec  x. 

11  n'est  d'ailleurs  pas  nécessaire  que/(^)  tende  vers  une  limite^ 
quand  x  augmente  indéfiniment,  pour  que  l'intégrale  ait  un  sens. 
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C'est  ce  que  montre  l'intégrale  suivante,  célèbre  dans  la  théorie  de 
la  diffraction  de  la  lumière  : 


.(' 


sin^2  ^^. 


Cette  intégrale  a  un  sens,  quoique  sinx-  n'ait  aucune  limile 
pour  ^  =  00.  Nous  l'établirons  en  construisant  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

qui  est  formée  d'arcs  situés  alternativement  au-dessus  et  au-des- 
sous de  l'axe  O^.  Nous  montrerons  que  l'intégrale  proposée  a 
une  limite,  en  établissant  que  la  somme  algébrique  des  aires  des 
segments  limités  par  ces  arcs  et  l'axe  O^  tend  vers  une  limite. 
Ces  aires  sont  alternativement  positives  et  négatives,  puisqu'elles 
sont  alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  a:.  Nous 
avons  donc  une  série  alternée  :  il  suffit  de  faire  voir  que  les  aires 
vont  en  décroissant  en  valeur  absolue  et  tendent  vers  zéro.  Or  le 
^leme  ^j-  jg  ^fi  _j^  ^y^T^c  scgmcut  sout  respcctivcment  représentés 
par 


I  s'inx'^  dx         et  /  slnx-dx. 


Cette  seconde  intégrale  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  la 
première  :  car,  si  l'on  pose  ce-  =  iz  -^  x'-,  elle  devient 


-f. 


sin  x^  ■— r dx. 


D'ailleurs  le  segment  de  rang  n  tend  vers  zéro,  car  il  est  moindre 
que  l'expression 

v/( /l  -f-  I  )  TT  /n-TT  V  ' 

qui  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Comme  autre  exemple  d'une  intégrale  où  la  considération  d'une 
série  d'aires  joue  un  rôle  utile  dans  la  démonstration  de  l'exis- 
tence de  la  limite,  citons  encore 
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Des  raisonnements  analogues  à  ceux  que  nous  venons  d'em- 
ployer permettent  sans  peine  d'établir  que  cette  intégrale  a  un 
sens. 

17.  Gaucliy  a  donné  une  règle  élégante  de  convergence  de  cer- 
taines séries,  qui  se  rattache  aux  intégrales  dans  lesquelles  la 
limite  supérieure  devient  inflnie. 

Soh/(x)  une  fonction,  positive  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  ^,  continuellement  décroissante  et  tendant  vers  zéro  quand  ^ 
augmente  indéfiniment.  La  courbe  jk=/(^)  admet  l'axe  des  x 
pour  asymptote,  et  il  pourra  arriver  que  l'intégrale 


f{x)  dx 


ait  ou  non  un  sens.  Si,  alors,  on  considère  la  série 

/([)+/(2)-...-l-/(^)-..., 

cette  série  sera  convergente  ou  divergente,  suivcint  cjiie  V inté- 
grale précédente  aura  ou  non  un  sens.  ' 

Si  en  effet  l'intégrale  /    f{x)dx  a  une   limite  pour  ^==00, 

comme  la  somme  des  rectangles  intérieurs  construits  avec  la  base 
un  et  les  hauteurs  respectives  /(s),  /(3),  . .  . ,  /(/^)  est  moindre 
que  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  la  droite  ^  =  i , 
on  est  assuré  que  la  somme 

/(•^)-^-/(3)^...+/(Al) 

reste  inférieure  à  un  nombre  fixe,  et  la  série  est  par  suite  conver- 
gente. On  raisonnera  de  la  même  manière  dans  le  second  cas, 
mais  en  prenant  les  rectangles  extérieurs  à  la  courbe  :  la  somme 

/(i)+/('^) -...+/(  Al) 

est  alors  supérieure  à  une  aire  qui   augmente  indéfiniment;   la 
série  sera  donc  divergente. 
Soit,  comme  exemple, 
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on  devra  considérer  l'intégrale 

elle  tend  vers  une  limite  pour  ^=00  quand  /?  >  i  ;  la  série  dont 
le  terme  général  est  —  est  alors  convergente.  Elle  divergera  au 
contraire  si  /?^i . 

Prenons  encore  la  série  étudiée  par  Abel  {OE livres  complètes, 
t.  I,  p.  399): 


2  log2       '  '  '       n  log/i       '  "  '  ' 
elle  est  divergente,  car  l'intégrale 

/--, =   iogloga?—  I0gl0g9. 

augmente  indéfiniment  avec  œ.  Abel  cite  cette  série  comme 
exemple  d'une  série  divergente  à  termes  positifs, 

pour  laquelle  le  produit  nu,i  a  zéro  pour  limite. 

En  restant  dans  le  même  ordre  d'idées,  on  pourra  souvent  dé- 
terminer la  limite  d'expressions  de  la  forme 

les  entiers  n  dp  augmentant  indéfiniment,  la  fonction  /(x)  sa- 
tisfaisant d'ailleurs  aux  mêmes  conditions  que  plus  haut.  La  con- 
sidération des  rectangles  intérieurs  et  extérieurs  inscrits  dans  la 
courbe  conduit  de  suite  aux  inégalités  , 

- /(/i) +  ...+/( AU- /)-i)>  f       f{r)dT, 

^  n 

i        f{T)da-, 

n 

donc 

\        f{x)  dx  +f{n)  >  s;;  >  /        f{x)  dx  -4-f{n  -^p), 
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et  par  suite  la  recherche  de  la  limite  de  SjJ  reviendra  à  celle  d< 


lim  /         f(x)  dx. 


Soitj  par  exemple, /(^)  =:  -,  on  aura 


Il        Ai  H- 1  n  -i-p 

et  comme 

tp+n 


/   ?=-(-^S)' 


on    aura,   p   et  n   augmentant  indéfiniment   de    telle    sorte   que 
iim  -  =  a, 

lim  s;;  :=-Iog(i-Fa); 

en  particuher,  si/>  =  /z,  nous  voyons  que  la  limite  de 
I  r  1 

1 r  .  .  .  ^ 

n        /i  -i-  I  2  n 

pour  /2  =  00  est  égale  à  log2. 

V 
~  1^.  —  Différentiation  sous  le  signe  d^ntégration. 

18.  On  rencontrera  souvent,  dans  les  applications,  des  fonc- 
tions F(a)  d'une  variable  a,  représentées  par  des  intégrales  dé- 
finies 

i    f{x,^)dx, 

a 

a  et  b  étant,  soit  des  constantes,  soit  des  fonctions  de  a. 

Cherchons  comment  on  pourra  former  la  dérivée  de  cette  ex- 
pression par  rapport  à  a. 

Nous  supposerons  d'abord  que  a  et  ^  ne  dépendent  pas  de  a. 
On  a  alors 


F(a  +  Aa)  -  F(a)  ^J    [f{x,  a  -1-  Aa)  --f{x,  a)] 


dx. 
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el,  par  suite, 


F(a-+-A«)-F(a)  _   f^  f{x,  a  +  Aa)  - /(^r,  a)  ^ 
Aa  -./  Ax  '^•'^• 


Cela  posé,  nous  supposerons  d'abord  que  la  fonction /(^,  a)  ail 
une  dérivée  partielle  /a(^,  a)  par  rapport  à  a,  d'où  l'on  conclut 


F(a-v- Aa)— F(a) 


Aa 


f  /;(a7,  a+eAa)«?^,        o<0< 


Nous  supposerons  ensuite  la  fonction  /q[(^,  a)  telle  que,  x 
étant  quelconque  entre  a  et  b^  on  puisse  déterminer  une  quan- 
tité positive  Yi  telle  que  pour 

I  Aa  I   <  r,, 
on  ait 

I  /a(^j  «  +  ^a)  —fai^,  a)  I   <  ^, 

e  étant  une  quantité  positive  donnée  à  l'avance  aussi  petite  qu'on 
voudra.  Dans  ces  conditions,  on  aura  évidemment 


■5 


F'(«)=y  /i(^,a) 


dx. 


Ainsi  donc,  pour  former  F' (a),  il  suffira  de  diffié rentier  sous 
le  signe  somme /{œ,  cl) par  rapport  à  a. 

La  condition  requise  se  trouvera  vérifiée  si  la  fonction  f{x^  a) 
a  non  seulement  une  dérivée  première,  niais  aussi  une  dérivée 
seconde  par  rapport  à  a;  la  formule  de  ïajlor  donne  en  effet 

/;(a7,  a4- Aa)— /;(a-,  a)  =  Aa/Q;,(:r,  a -h  OAa); 

donc,  en  supposant  que/^s  est  finie,  on  peut  satisfaire  à  l'égalité 
demandée. 

Un  second  cas  à  signaler  est  celui  où  la  fonction /^(.r,  a)  des 
deux  variables  ^  et  a  sera  une  fonction  continue  de  ces  deux 
variables  par  rapport  à  ^  et  a,  quand  œ  variera  entre  a  et  6,  et  a 
dans  un  certain  intervalle  («',  b');  c'est  ce  qui  sera  démontré  plus 
tard.  Ce  point  nous  sera  en  effet  utile  quand  nous  établirons  la 
notion  d'intégrale  double  :  nous  nous  contenterons  d'énoncer 
cette  propriété  d'une  fonction  continue  de  deux  variables  qui  sera 
établie  au  Chapitre  IV  (§  2). 
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Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  supposé  que  a  et  b  étaient 
des  constantes  ;  supposons-les  maintenant  fonctions  de  a.  On  ramè- 
nera ce  cas  au  précédent  au  moyen  d'un  changement  de  variables 
qui  rendra  constantes  les  limites  de  l'intégrale.  Posons  à  cet  effet 

X  ={b  —  a)t  -^  a\ 
l'intégrale  devient 

F  (a)-   f  fix,a){b-a)df. 
En  appliquant  la  rèarle  précédente,  on  a  , 

'   ^^^  =i     i  ^'  -  «>  *  "-i    ^^"'  °"  (rf.  "-  rfï)  '"  ^°' 


0      -""  «^0 

c[/  V fdb        da\  dd 


{h-a)dl. 


Jq    ^^'  L  \  " ^      "°^  /        " ^  J 
revenant  à  la  variable  x^  nous  aurons 

[db        da  ~\ 

di~~ch.  ^  ^       da\    , 

ou  encore 

db        da 


da    r 


da    r    df   . 
'     -f  dx: 
dx 


les  deux  dernières  intégrations  s'effectuent  immédiatement,  etl'on 
arrive  enfin  à  la  formule 

qui  exprime  la  règle  de  différentiation  dans  le  cas  général. 

19.   Les  règles  précédentes  impliquent  essentiellement  que  la 
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fonction  sous  le  signe  d'intégration  reste  finie  entre  les  limites. 
Ainsi,  considérons  l'intégrale  définie 


dx 


\/x{x  —  a) 


qui  a  une  valeur  déterminée,  mais  dont  l'élément  devient  infini 
pour  ^  =  o  et  pour  ,r  =  a. 

On  ne  peut  appliquer  à  cette  expression  la  règle  de  difTérentia- 
lion  par  rapport  à  a  :  en  l'appliquant,  on  obtient  une  difTérence, 
n'ayant  aucun  sens,  de  deux  termes  infinis. 

Si  l'une  des  limites  de  l'intégrale  devient  infinie,  l'application 
des  règles  précédentes  peut  encore  conduire  à  des  résultats  illu- 
soires. Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 

Jf*  sinaa?   , 
1   — "^' 

où  nous  supposerons  a>o;  le  changement  de  variable  7.œ=y 
ramène  cette  intégrale  à  la  suivante 


^^- 


qui,  nous  l'avons  dit,  a  un  sens  parfaitement  déterminé.  L'inté- 
grale (7)  ne  dépend  donc  pas  de  a;  mais,  si  nous  la  difTérentions 
par  rapport  à  a,  en  appliquant  la  règle,  nous  trouvons 


cosotx  dx, 


intégrale  qui  n'a  aucun  sens. 

Ce  résultat  n'a  rien  qui  doive  étonner.  Les  hypothèses  faites,  en 
démontrant  la  règle  delà  différentiation  sous  le  signe  d'intégration, 
reviennent  à  supposer  qu'on  peut  prendre  Aa  assez  petit  pour  que 

le  quotient 

f(x,  OL  -h  Aa)  —f(x,  a) 
'■  ^ 

diffère  de  /a(^,  a)  de  moins  de  £,  et  cela  pour  toute  valeur  de  œ 
comprise  dans  le  champ  d'intégration.  Ici,  il  faudrait  donc  pouvoir 
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déterminer  Aa  de  façon  à  avoir 

sin(a  -h  Aa)^  —  sinccx 

^7^0 =cosa^  +  y5,         |-/]|<s 

pour  toute  valeur  positive  de  œ;  or,  pour  ^  très  grand,  le  premier 
membre  est  très  petit,  tandis  que  le  second  est  indéterminé. 

Ainsi  quand  la  fonction  ou  les  limites  deviennent  infinies,  on  ne 
devra  pas  appliquer  sans  précautions  la  règle  de  dilTérentiation. 
Voici,  du  reste,  une  remarque  générale  relative  au  cas  où  l'une  des 
limites  devient  infinie. 

Considérons  l'intéerrale 


'      V(a)=   f^f(x,oc)dx, 


a  étant,  pour  simplifier,  une  constante.  Supposons  réalisées  les 
deux  conditions  suivantes  :  i«  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  ^, 
f{x,  a)  et  la  dérivée  fr,{x,  a)   sont  en  valeur  absolue  moindres 

^"^  ^'  ^^^^^  "ne  constante  positive,  n  un  exposant  supérieur 
à  l'unité 5  2"  étant  donné  un  nombre  z  aussi  petit  que  l'on  voudra, 
on  peut,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  Fintervalle  '(«,  /) 
fini  mais  quelconque,  trouver  une  quantité  A  telle  que,  pour  toute 
valeur  /z<,  de  module  moindre  que  A,  on  ait 

Nous  allons  établir  qu'on  pourra,  dans  ces  conditions,  appliquer 
à  la  fonction  V(a)  la  règle  de  différentiation  démontrée  plus  haut. 

Je   remarque  d'abord  que  les  deux  intégrales   /     f{x^y.)dx   et 
/i(^,  a)  dx  ont  un  sens  bien  déterminé.  Or  on  a 


,( 


AV       r*    , 


OU,  en  la  partageant  en  deux  parties, 

=   /    /a(^,  a  H-  OAa)  dx -h  f    f^(x,  a  -f-  6Aa)  dx. 

Ja  J l 


AV 

Aa 


On  peut,  en  vertu  des  hypothèses  faites,  déterminer  l  de  façon 
P.-I.  3 
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que  l'intégrale  _r^ 

•^'^        '>^'  ^^^  ^ 

soit  inférieure  à  t.  On  aura  donc  //t        '  \ 

»^rt  1  /TA. 

On  peut  en  outre  écrire,  d'après  la  seconde  condition, 

/    /a(^,  a-f-ÔAa)^/^  -r    /    f^r^x,  oc)  dx  -^  ri' ,         |  r/  |   <  e, 

si  Aa  est  suffisamment  petit.  Donc 

AV        r^   , 

^-  =    /    /a(^,  3t)  f/^  +  y;  -h  r/ ; 

/i(^,  ''j.)dx  diffère  de   /     /a(^,  a)  <^.r  de  moins  de  s.  Par 

da 

AV 
suite  la  différence  entre  -  -  et  cette  dernière  intégrale  n'atteint  pas 

3£,  si  Aa  est  suffisamment  petit;  ce  qui  nous  donne  enfin 


7/â 


qui  est  la  règle  de  différentialion  précédemment  établie. 

20.  On  vérifiera  facilement  que  les  conditions  précédentes  sont 
remplies  pour  l'intégrale  .  '  ^ 

V(a)-    / dx,        (a>o). 

De  plus  cette  intégrale  est  une  fonction  continue  de  a,  même 
pour  a  tendant  vers  zéro  par  valeurs  positives.  Pour  le  voir  nette- 
ment, nous  procéderons  comme  au  §  17  :  on  construit  la  courbe 
représentée  par  l'équation 

et  on  considère  l'intégrale  comme  une  série  alternée.  Si  l'on  prend 
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seulement  dans  celte  série  un  nombre  limité  n  de  termes,  le  reste 
est  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  terme  négligé.  Or, 
pour  n  suffisamment  grand  et  a^o,  ce  terme  est  aussi  petit  qu'on 
veut;  d'autre  part,  la  suile  limitée  de  termes  est  une  fonction  évi- 
demment continue  de  a,  même  pour  a  =  o.  Par  conséquent  l'inté- 
grale V(a)  est  une  fonction  continue  de  a(a>>o)  même  pour  a  =r  o. 
Ceci  posé,  pour  calculer  V(a),  nous  calculerons  d'abord  l'in- 
tégrale 

dN  r"  .         , 

qui  s'obtient  immédiatement  :  en  intégrant  successivement  deux 
fois  par  parties,  il  vient 

/      e-'^-^sinx  dx  =  -    1      e-^^cosx  dx, 

puis 

/      e-^^  cosxdx  —  -  —  -    I      e-''^^'s\nx  dx. 

Les  deux  relations  précédentes  donnent 


donc 


nous  prenons  Tare  tang  compris  entre  — -  et  +-;  la  constante 

d'intégration  est  nulle,  puisque  V  tend  vers  zéro  quand  a  grandit 
indéfiniment. 

Cette  formule,  établie  pour  a  >  o,  subsiste  encore  pour  a  =  o, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  de  la  continuité  de  la  fonction  V. 
On  trouve  ainsi  l'intégrale  importante 


dY                I 

doc             I  -+-  a2 

V=  arctanr^  -  : 

'<^  ^ 

r^-^dx 


VI.  —  Intégrales  d'une  fonction  complexe  d'une  variable  réelle. 

21.   Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  fonctions  réelles 
de  variables  réelles.  Ce  n'est  que  dans  le  second  Volume  que  nous 
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nous  occuperons  du  cas  où  la  variable  est  complexe;  mais  Texten- 
tion  delà  notion  d'intégrale  définie  au  cas  d'une  fonction  complexe 
d'une  variable  réelle  se  fait  immédiatement. 

On  entend  par  fonction  complexe  F(^)  de  la  variable  réelle  Xy 
une  expression  de  la  forme 

On  aura,  par  définition, 

f     ¥{x)dx=    I    /(x)  dx  -+-  i   j     ^{x)dr. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  théorie  particulière  à  ces  intégrales,  qui  se 
ramènent  aux  intégrales  déjà  étudiées:  M.  Darboux  {Journal  de 
Mathématiques,  1876)  a  donné  une  formule  intéressante  ana- 
logue à  celle  que  nous  avons  rencontrée  quand  F(^)  est  une 
fonction  réelle  :  dans  ce  dernier  cas,  si  ^{x)  désigne  une  fonction 
positive  de  <2  à  6,  on  a 

f    ¥{x)^{x)dx^Y{\)    f   ^{x),         a<.\<b. 

M.  Darboux  a  montré  comment  on  devait  modifier  cette  formule 
dans  le  cas  d'une  fonction  complexe.  Le  résultat  auquel  il  est  par- 
venu peut  s'établir  comme  il  suit.  Soit 

Jpb  ^b  ^b 

f     ¥{x)^{x)dx=:^    /    f{x)'\{x)dx-^i    /     o{x)'lj{x)dx, 
a  "    '  '-'a  .d a 

^{x)  étant  positif  entre  «  et  ^.  ► 

On  aura 


.b 

rnodl  < 


da  '  H  da 

nous  écrivons  d'abord  que  le  module  d'une  somme  est  plus  petit 
(jue  la  somme  des  modules,  et  nous  appliquons  ensuite  la  formule 
relative  aux  fonctions  réelles. 
On  a  donc 

r^ 

inodI  =  0//2(O-+-?HO    /     ^{^)dx,         o<e<i, 
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OU 

modl  =  Omo(lF(^)   j     '\>{a:)dcc, 
et  par  suite,  si  a  désigne  l'argument  de  I, 

a  ^a 

en  appelant  jB  l'argument  de  F(Ç),  puisque  modF(^)  =      ^3  *  ^^ 
donc  nous  posons 

il  vient  finalement 

dx, 


=  XF(0   f  ^{a^)' 


k  étant  une  quantité  dont  le  module  est  au  plus  égal  à  l'unité.  Le 
cas  où  la  fonction  F(^)  est  complexe  se  distingue  du  cas  où  elle 
est  réelle  par  la  présence  de  ce  facteur  \. 

i22.  La  démonstration  donnée  pour  la  formule  de  Tajlor  au 
mo^^en  de  l'intégration  par  parties  généralisée,  s'applique  sans  au- 
cune modification  au  cas  d'une  fonction  complexe  F(^),  et  on  a 
encore 

-f- ^-^^^=-^-^F(«)^oH r  '^^''^^\x)ix^~xYdx. 

1.1...  n  \.i...TiJ  '^ 

Le  reste  pourra,  en  appliquant  la  formule  de  M.  Darboux,  se 
mettre  sous  la  forme 

XF(«+i)(0  ^•^^~^"-^-^-, 
^^'  1.2.  .  .(aiH-i) 

^  étant  compris  entre  Xq  et  ^,,  et  1  désignant  une  quantité  com- 
plexe de  module  au  plus  égal  à  l'unité. 
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CHAPITRE  II. 

INTÉGRALES  INDÉFINIES. 


I.  —  Intégrales  des  fractions  rationnelles. 

I.  On  donne  souvent  le  nom  (S! intégrale  indéfinie  à  une  inté- 
grale définie  ajant  pour  limite  supérieure  la  variable  x  et  une  li- 
mite inférieure  qui  est  une  constante  qu'on  ne  fixe  pas.  On  repré- 
sente simplement  par 


fi 


celte  intégrale  indéfinie,  sans  prendre  la  peine  de  marquer  les  li- 
mites. C'est  simplement  une  manière  de  désigner  une  fonction 
ayant  pour  dérivée /(^). 

f{x)  étant  une  fonction  d'une  nature  déterminée,  il  est  d'un 
grand  intérêt  de  faire,  quand  cela  est  possible,  la  recherche  expli- 
cite de  cette  intégrale,  ou  de  réduire  les  intégrales,  correspondant 
aux  fonctions  de  même  nature,  au  plus  petit  nombre  de  tjpes. 
Telles  sont  les  questions  qui  vont  nous  occuper  dans  ce  Chapitre; 
nous  commencerons  par  le  cas  où  f{x)  désigne  une  fraction  ration- 
nelle irréductible. 

2.    Considérons  donc  l'intégrale  indéfinie 


/ 


On  sait,  d'après  la  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles, que  toute  fraction  rationnelle  peut  se  mettre  sous  la 
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forme  d'un  polynôme  en  x,  plus  une  suite  cle  termes  de  la  forme 

Za  {x  —  ay' 

les  quantités  a  étant  les  racines  de  /(^),  et  les  Aa  désignant  des 
constantes.  Or  l'intégrale  d'un  polynôme  est  un  polynôme,  puisque 


/" 


dx  = 

m  -+-  I 


D'autre  part,  on  a 


/: 


(x  —  ay  —  a -M 

et 


dx  (x  —  a)-^+^  .        ^  ji 


/, 


dx         .      .  . 

— — -  =  \o^{x  —  a). 


Toute  la  théorie  est  contenue  dans  ces  remarques  évidentes. 
Mais  approfondissons  davantage  la  question. 

Nous  allons  nous  préoccuper  de  pousser  la  réduction  de  l'inté- 
grale le  plus  loin  possible,  en  ne  faisant  que  les  opérations  élé- 
mentaires de  l'Algèbre,  c'est-à-dire  addition,  multiplication  et  di- 
vision de  polynômes.  Rappelons  d'abord  que  si/(^)  a  été  décom- 
])Osé  en  un  produit  cpi  (^)  X  ^^  {x)  X  .  •  .  X  'f /^  (^)  de  polynômes  cp 
premiers  entre  eux,  on  aura 

7(^)     Zàoi{x)' 

Supposons,  en  particulier,  qu'ayant  appliqué  la  théorie  des  ra- 
cines égales  nous  ayons  trouvé 

/(;r)  =  XiXl...X-, 

les  X  désignant  des  polynômes  dont  toutes  les  racines  sont  simples  : 
l'équation  X,  =  o  fait  connaître  toutes  les  racines  simples  de  /, 
l'équation  X2=  oies  racines  doubles  et  ainsi  de  suite.  On  sait  qu'on 
peut  trouver  les  polynômes  X  par  de  simples  divisions.  Nous  au- 
rons donc 

Ax)        x,"^    XI    ■^•"       x^ 

Nous  sommes  ainsi,  d'une  manière  générale,  ramené  à  chercher 
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l'intégrale 

cp  étant  un  polynôme  quelconque,  et  X  un  polynôme  qui  n'a  que 
des  racines  simples. 

Supposons  que  l'entier  positif  a  soit  supérieur  à  l'unité;  je  dis 
que  nous  pouvons  ramener  la  recherche  de  cette  intégrale  à  une 
autre  de  même  forme,  mais  où  a  sera  remplacé  par  a  —  i . 

Montrons  en  effet  qu'on  peut  déterminer  un  polynôme  P(^)  tel 
que  la  différence 

-X^-^Lx^-iJ  soit  de  la  forme      ÏA_J. 

Il  faut  et  il  suffît  pour  cela  que 

cp(^)+(a--i)P(^)X', 

X'  désignant  la  dérivée  de  X,  soit  divisihle  par  X.  Supposons  que 
X  soit  de  degré  //z,  on  pourra  prendre  P(^)  de  degré  m—  i,  de 
telle  sorte  que  l'expression  précédente  s'annule  pour  les  m  ra- 
cines de  X,  ce  qui  est  possible  puisque,  pour  ces  racines,  X'  est 
différent  de  zéro.  On  aura  donc  à  déterminer  un  polynôme  de 
degré  m  —  i  qui  prend  pour  m  valeurs  de  la  variable  des  grandeurs 
données.  Mais,  en  présentant  sous  cette  forme  la  recherche  de 
P(x),  il  semble  qu'il  faille  résoudre  l'équation  X  =  o;  en  réalité, 
l'existence  de  ^{x)  étant  certaine  d'après  ce  qui  précède,  il  suffira 
de  procéder  en  faisant  la  division,  ce  qui  donnera  des  équations 
du  premier  degré  pour  déterminer  les  coefficients  de  P(^). 

Ainsi  de  l'intégrale  (i)  nous  passerons,  en  retranchant  :^-^^S  à 

l'intégrale 

J     Xa-i    '^^' 

et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche,  jusqu'à 

pour  laquelle  nous  ne  pouvons  plus  évidemment  continuer  la  ré- 
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duction.  Arrivé  à  ce  point,  il  est  nécessaire,  pour  achever  l'inté- 
gration, de  connaître  les  racines  de  l'équation  X  =  o. 

3.  Supposons  que  les  coefficients  de  la  fraction  rationnelle  soient 
réels  et  que  le  dénominateur  X  ait  été  résolu  :  portons  particu- 
lièrement notre  attention  sur  un  couple  de  racines  imaginaires  con- 
juguées. On  sait  que  l'on  aura,  pour  ce  couple  de  racines,  a  -h  bi, 
a  —  bi,  la  somme  des  termes  simples 

les  A  et  B  étant  des  constantes.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 
toutes  ces  intégrales  se  ramèneront  à  une  intégrale  de  même  forme 
que  la  dernière,  et  qu'on  trouvera  immédiatement  en  l'écrivant 
sous  la  forme 

iM(x  —  a)  —  2N6 
(x  —  ay-h  b^  ~  ' 

M  et  N  étant  deux  nouvelles  constantes.  Or  on  aura 

2M(a7  —  a) 


f. 


dx  =  Mlog[(:r  — a)2+  ^2]^ 


(^  — a)2+62 

comme  on  le  vérifie  par  la  différentiation  ;  d'autre  part, 
r  2N6  ,  ,.  X  —  a 


J   {x~a)^ 

+  62- 

donc  finalei 

nent 

r 

'2M(:r- 

{X- 

-a)2  4- 

2N6 
62       - 

=  Mlog 

{Xq  — 

•«)2+62 
■rt)2-H62 

-iK 

Xx  —  a 
arc  tan  g  ^ — ^ — 

•2N  arc  tanir  — ^ — 


formule  qui  ne  présentera  aucune  ambiguité,  si  on  ajoute  que  les 
arcs  correspondant  aux  tangentes  indiquées  sont  compris  entre 


-  et  -H  - 
1  1 


Nous  avons  écrit  plus  haut 
dx 


h 


\o^{x—a)\ 


ce  résultat  n'a,  jusqu'ici,  de  sens  pour  nous  que  si  a  est  réel. 
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Soit  maintenant  a  =  a  +  p^'  :  nous  aurons 

f  dx    ^  r  {x  —  0L)dx        r      ^idx 

J  x  —  a      J  (^---a)2-h  p2  "^J  (^_a)2_|_p2 

II.  —  Intégrales  hyper  elliptiques. 

A.  Les  intégrales  les  plus  importantes  qui  aient  donné  lieu  à 
une  théorie  complète  sont  les  intégrales  de  la  forme 


(■>■) 


JF{x,y)dx, 


F  étant  une  fonction  rationnelle  de  ^  etj^,  ctjr  une  fonction  algé- 
brique quelconque  de  x,  c'est-à-dire  une  fonction  liée  à  x  par  la 
relation 

/{x,y)  =  o,  ■ 

où /est  un  polynôme.  Les  plus  simples  de  ces  intégrales,  après 
celles  où  y  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  sont  celles  où  jr  est 
liée  à  X  par  la  relation 

y^=:K{x), 

]{{œ)  étant  un  polynôme  que  nous  pouvons  supposer  n'avoir  que 
des  racines  simples.  De  telles  intégrales  sont  appelées //^/?e/e//f/?- 
tiqiœs. 

Ce  polynôme  peut  être  de  degré  pair  ou  impair;  les  deux  cas  se 
ramènent  l'un  à  l'autre.  Supposons  le  polynôme  de  degré  pair  2/?  : 
posons,  en  désignant  par  a  une  racine  de  R(.^), 

I 

X  =  oi-^  -^; 

l'intégrale  se  trouvera  ramenée  à  une  intégrale  de  "même  forme, 
mais  où  le  radical  portera  seulement  sur  im  polynôme  de  degré 
2/?  —  I  ;  on  aura  en  effet 

K,  (z)  étant  un  polynôme  de  degré  2p  —  i . 

Inversement,  si  l'on  a  un  polynôme  R(^)  de  degré  impair  2/>  —  1  ^ 
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suffira  de  poser 


I 

z 


l 


pour  être  ramené  au  cas  d'un  polynôme  de  degré  ip. 

Ceci  dit,   considérons  l'intégrale  (2)  :   la  fraction   rationnelle 
F(x,  jk)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

les  M  et  N  étant  des  polvnômes  en^.  On  élimine  pour  cela  toutes 
les  puissances  dey  autres  que  la  première  en  remplaçante^-"  par 
H"  et  j-«+*  paryR". 

Si  nous  multiplions  les  deux  termes  de  F  par  M,  —  Nij^?  nous 
aurons 

F(:r,  j)  =  P  +  QjK, 

P  et  Q  étant  des  fractions  rationnelles  de  ^  ;  ou  encore,  en  rempla- 
çanty  par  — ^ — ' ,  nous  aurons,  d  une  manière  générale, 


A  et  B  étant  des  fractions  rationnelles  quelconques  de  x.  En  for- 
mant l'intégrale  (2)  nous  avons  d'abord 


/ 


A  dx^ 


intégrale  d'une  fraction  rationnelle  déjà  étudiée,  et  l'intégrale,  dont 
nous  devons  maintenant  nous  occuper. 


/ 


dx. 


v/R(:r) 


La  fraction  rationnelle  B  peut  se  décomposer  en  un  polynôme 
et  en  une  suite  de  fractions  simples  dont  le  dénominateur  est  une 
puissance  d'un  binôme  (^  —  a).  Nous  avons  donc  finalement  les 
deux  types  suivants 

/f{x)dx  r        ^{x)dx 

/R(^)      ^       J   {x  —  a)^s/K{x) 

J\x)  et  ^{x)  désignant  des  polynômes,  et  a  un  entier  positif. 
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5.   Prenons  d'abord  les  intégrales  du  premier  Ijpe 

y(r)  dx 


/ 


v/R(^) 


La  discussion  se  fera  de  la  même  manière  que  R  soit  de  degré  pair 
ou  impair;  il  est  néanmoins  indispensable  de  faire  une  hypothèse 
particulière.  Nous  supposerons  dans  la  suite  que  R(^)  est  de  degré 
2/>  +  I.  Sans  être  essentiel  au  fond,  le  choix  d'un  polynôme  de 
degré  impair  est  préférable  pour  le  développement  de  la  théorie; 
nous  ne  nous  en  rendrons  pas  encore  bien  compte  en  ce  moment, 
mais  nous  le  verrons  plus  tard  dans  l'élude  plus  complète  de  ces 
intégrales. 

Soit  m  le  degré  de/(^),  nous  allons  montrer  que  ce  degré  peut 
être  abaissé  au  degré  ip  —  i.  Supposons  donc  rti  supérieur  à  ce 
nombre  et  posons 

Je  dis  que  de  l'expression    '\      '    on  peut  retrancher  la  dérivée 

^  v/R(^)       ^ 

de  G^^Y'R(^),  g  étant  choisi  de  telle  sorte  que  le  numérateur  de 
la  différence  soit  de  degré  m  —  i.  On  a  en  effet 


dx 


v/R(^) 


le  degré  du  numérateur  est  2/? -h  À,  nous  pouvons  donc  choisir  G 
de  telle  sorte  que,  dans  la  différence 


/(;r)— clXa7>^-iR(:r)-i-  -a.)^R'(^)l 


le  coefficient  de  x"^  soit  nul.  Par  une  série  de  soustractions  succes- 
sives nous  ramènerons  donc  notre  intégrale  à  une  partie  toute  in- 
tégrée et  à  une  intégrale 

'fx{x)dx 


rMoo)dcL 

J    /RW 


mais  oii  cette  fois/i  (x)  sera  un  polynôme  au  plus  de  degré  2/?  —  i , 
car  la  réduction  pourra  se  faire  pour  la  dernière  fois  quand  on 
aura  A  rzz  o. 
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Nous  obtenons  donc  ip  intégrales  de  la  forme 
xV'  dx 


f 


v/R(^) 


([J.  ==0,    1,2,    .  .  .,   2/>  —  l). 


En  général,  ces  intégrales  sont  des  transcendantes  nouvelles  et 
distinctes  les  unes  des  autres,  qui  ne  sont  pas  susceptibles  de 
s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  introduites  dans  les  éléments.  On 
doit  étudier  sur  elles-mêmes  leurs  propriétés  extrêmement  inté- 
ressantes ;  mais  nous  ne  pourrons  qu'ultérieurement  entreprendre 
cette  étude.  Montrons  seulement  qu'on  peut  les  partager  en  deux 
espèces  :  les  intégrales  de  la  première  espèce  sont  celles  qui  res- 
teront finies  quand  x  augmentera  indéfiniment,  les  autres  seront 
dites  de  seconde  espèce.  Nous  pouvons  ici  appliquer  le  théorème 

du  §  16  (Cliap.  1)  :  la  fonction     ,  "    -  est  comparable  pour  x  très 
grand  à -^ 


x" 


Si  donc 


i-!^>. 


l'intégrale  sera  de  première  espèce,  ce  qui  revient  à  u.  <Ç  p — ^. 

On  aura  donc/?  intégrales  de  première  espèce,  c'est-à-dire  res- 
tant finies  pour  ^  —  oc,  pour  p.  =  o,  i ,  2,  ...,/>  —  i  ;  les  autres 
intégrales  seront  de  seconde  espèce. 

Rappelons  d'ailleurs  que  toutes  ces  intégrales  restent  finies 
quand  X  tend  vers  une  racine  de  R(^)z=  o. 

6.   Passons  maintenant  aux  intégrales  du  second  type 

(3)  f        '^i^)dx 

J   (a;  —  a)^YR{x) 

Deux  cas  sont  à  distinguer^  suivant  que  a  est  ou  non  racine  du 
polynôme  R(^).  Je  me  place  d'abord  dans  le  pi4«iier  cas.  Je  vais, 
en  supposant  a>i,  retrancher  de  l'intégrale  une  expression  de 
la  forme 

Gi/Rjx) 
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de  telle  sorte  que  la  différence  soit  une  intégrale  de  la  forme  ini- 
tiale mais  oii  a  sera  remplacé  par  a  —  i .  On  a,  C  désignant  une 
constante, 


^df     V/K(^)     \       c 


(a  —  i)R(.r)  4-  -  (^_  rt)R'(.r) 
Dans  la  différence 

?(^)  _  ç^    cl  (      y/ÏT^ 

i^x  —  aY\IV^{x')  dx\{x-aY- 

le  numérateur  sera  divisible  par  x  —  ^'z;  si  l'on  a 

c?(a)+G(a-i)R(«)  =  o, 

égalité  qui  détermine  C,  puisque  R(rt)  n'est  pas  nul  eL  que  a  est 
supposé  plus  grand  que  l'unité.  Ainsi,  par  la  soustraction  précé- 
dente, nous  sommes  conduit  à  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


C5]  (a?)  dx 


^x  —  a)'^-'^sl^{x) 


'^,  étant  toujours  un  poljnôme.  Nous  pourrons  continuer  ainsi 
cette  réduction  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  une  intégrale  de  la 
forme  (3)  où  on  ait  a  =  i .  D'ailleurs,  en  divisant  cp(.r)  par  x  —  <7, 
cette  dernière  intégrale  se  ramènera  aux  intégrales  du  paragraphe 
précédent  et  à  l'unique  intégrale 


/ 


dx 


{^x  —  a)\lK{x) 


Dans  le  cas  où  R(<t^)  =  o,  les  considérations  précédentes  ne 
s'appliquent  plus;  mais,  avec  une  petite  modification  dans  les  rai- 
sonnements, nous  allons  pouvoir  effectuer  la  réduction  aux  seules 
intégrales  du  premier  tjpe.  Reprenons  donc  l'intégrale  (3)  en 
supposant  que  a  soit  racine  de  R(^).  Nous  formons  la  différence 

.,.  ?(-^) ç^d   f    y/ÏT^)  Y 

{x  —  aysj^l^x)  dx\{x-a)^ 
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le  second  terme  peut  s'écrire 

-R'(^)  — aRi(ip) 
Q  ^ 

en  posant 

R,(^)=  — ^ 

X  —  a 

Or  a  est  racine  simple  de  R(^),  donc  R,  («)  =  R'(a)  ^  o,  et 
par  suite  on  peut  déterminer  G  de  manière  que  la  différence  (4) 
soit  de  la  forme 

(^  -a)^-VR(^) 
11  suffît  pour  cela  que 


Le  coefficient  de  G  est  différent  de  zéro,  même  pour  a  :^  i  :  on 
pourra  donc  effectuer  de  proche  en  proche  la  réduction  jusqu'à 
faire  disparaître  toute  puissance  de  ^  —  a  au  dénominateur  et  fi- 
nalement il  ne  restera,  dans  ce  cas,  que  des  intégrales  du  premier 
tjpe. 

En  résumé,  le  second  type  se  ramène  au  premier  et  à  des  in- 
tégrales de  la  forme 

dx 


f 


la  constante  a  n'étant  pas  racine  de  R(^)  =  o. 

7.  Nous  avons  fait  les  réductions  précédentes  en  supposant  le 
polynôme  R(^)  de  degré  impair  2p-\~i;  cette  hypothèse  n'avait 
aucun  intérêt  pour  la  réduction  faite  en  dernier  lieu,  qui  en  est  évi- 
demment indépendante.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  celle  qui 
concerne  les  intégrales  de  la  forme 


/ 


9  (  .r  )  dr 


Les  raisonnements  peuvent  néanmoins  être  faits  avec  peu  de 
modifîcations.  Il  suffira  d'énoncer  le  résultat  : 
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Si  ]e  polynôme  R(jc)  est  de  degré  2/?,  toutes  ces  intégrales  se 
mèneront  aux  intégrales 


où  ti.  devra  prendre  les  valeurs  o,   1 ,  2,  . .  .,  279  —  2  ;  il  j  a  donc, 
dans  ce  cas,  2/?  —  i  intégrales  du  premier  type. 

8.  Donnons  quelques  exemples  simples.  Je  supposerai  d'abord 
le  polynôme  R(^)  du  second  degré.  D'après  ce  qui  précède 
(§  7),  toutes  les  intégrales  de  la  forme 

fF{x,  ^~Ax^-}-Bx'~^^ )  dx, 

F  désignant  une  fonction  rationnelle  de  jc  et  de  s/Ax--\-Bx  +  C, 
se  ramèneront  aux  deux  intégrales 

r     ^"         et     r ^_, 

J   ^Ax^-i-Bx-]-G  J  {x-a)s/Ax''-i-Bx-hC 


a  désignant  une  constante.  Ces  deux  intégrales  se  trouvent  immé- 
diatement; elles  se  ramènent  d'abord  l'une  à  l'autre,  car  il  suffit 
de  poser  dans  la  seconde  œ  —  a=  -  pour  la  ramener  à  la  forme 
de  la  première.  Quant  à  celle-ci,  deux  cas  seront  à  distinguer  sui- 
vant le  signe  de  A.  Selon  que  A  sera  positif  ou  négatif,  nous  au- 
rons, par  un  changement  linéaire  de  variable,  l'une  ou  l'autre 
forme 

r     dx^  r^  dx 

J  ^x^-+-  If.  J  s/â^  —  ^2  ' 

qui  sont  respectivement,  comme  le  montre  la  différentiation, 

log  (ar -}- /ic^H- a)         et         arcsin-. 

a 

Passons  au  cas  où  R(^)  serait  un  polynôme  du  troisième  degré  ; 
les  intégrales  du  premier  type  sont  alors  au  nombre  àe  deux  r 


/'     dx  r  X  dx    ^ 

l'intégrale  est  dite  alors  une  intégrale  elliptique. 
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Le  cas  où  K{x)  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  peut  se 
ramener,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  d'une  manière  générale, 
au  cas  où  le  polynôme  est  du  troisième  degré.  On  a  pris  longtemps, 
comme  polynôme  normal,  le  polynôme  du  quatrième  degré;  on 
tend  maintenant  à  faire  la  théorie  des  intégrales  elliptiques  et  des 
fonctions  qui  s'en  déduisent  en  prenant  comme  polynôme  normal 
le  polynôme  du  troisième  degré.  Indiquons  cependant,  relative- 
ment aux  polynômes  du  quatrième  degré,  une  transformation  qui 
a  joué  un  rôle  très  important  :  elle  consiste  en  ce  qu'on  peut  sup- 
poser seulement  des  termes  de  degré  pair  dans  le  polynôme. 
Employons  en  effet  la  transformation 


J^  = 


p  —  X 

p  désignant  une  constante,  ce  qui  revient  à  faire  la  substitution 
j  r^  p On  a  alors 

Nous  allons  déterminer  p  de  façon  que  la  somme  de  deux  ra- 
cines du  polynôme  transformé  en  y  soit  égale  à  la  somme  des 
deux  autres.  Si  nous  désignons  par  a,  b^  c,  d\es  quatre  racines 
de  R(^),  les  racines  de  Ri  {y)  seront 

I  I  I  I 

p  —  a      p  —  b       p  —  c       p  —  d  i^ 

Ecrivons,  par  exemple, 

\  I  1  I  I 

p — a       p—b       p — c       p — d 


équation  qui  est  du  second  degré  en  p.  Si  l'on  prend  pour/>  un* 
de  ses  racines,  le  polynôme  R,  (j^)  sera  de  la  forme 

Ri(r)  =  ^'(^2+  \y  +  ^)  {y^^Xy  +  |x'), 


le  coefficient  de  y  étant  le  même  dans  les  deux  facteurs.  Il  suf- 
-  ^=^  z  pour  avoir 


fira  alors  de  poser  j^  -j-  -  =:=  3  pour  avoir  le  polynôme  bicarré 
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On  peut  donc  supposer  que  le  poljnôme  R(^)  est  bicarré, 
soit 

Les  intégrales  de  la  première  catégorie  sont  alors 

/dx  r  X  dx  r  x"^  dx 

La    seconde  de  ces  intégrales  se  ramène  aux  fonctions  élémen- 
taires :  il  suffit  en  effet  de  poser  x-  =  y  pour  la  ramener  à  l'in- 


tégrale 


/ 


dy 


\/aoy^-\-aij-+-a2 


III.  —  Intégrales  de  différentielles  algébriques. 

9.   Le  cas   général  d'une  intégrale  de   différentielle  algébrique 
est  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


F(x,  y)dx, 


F  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  j;  y  est  liée  à  x  par  la 

relation 

f{x,y)^o, 

j-  étant  un  polynôme  irréductible  en  x  et  y,  c'est-à-dire  que  la 
courbe  algébrique  représentée  par  cette  équation  est  indécompo- 
sable. Nous  allons  faire  sur  l'intégrale  précédente  quelques  réduc- 
tions d'une  nature  purement  algébrique;  ce  ne  sera  qu'après  avoir 
étudié  plus  tard  les  principes  de  la  théorie  des  fonctions  que 
nous  pourrons  pénétrer  plus  avant  dans  la  théorie  de  ces  inté- 
grales, appelées  intégrales  abé lie/mes,  du  nom  du  géomètre 
norvégien  Abel  qui  a  fait  connaître  à  leur  sujet  un  théorème 
d'une  extrême  importance. 

Je  supposerai  la  courbe  f=  o  de  degré  m;  de  plus  l'ensemble 
/des  termes  homogènes  de  degré  ?n  dans/(^,  y)  se  compose  de  m 
'  facteurs  linéaires  distincts  et  aucun  d'eux  ne  se  réduit  à  .r  ou  à  7. 
En  langage  géométrique,  ceci  revient  à  dire  que  les  m  directions 
asjmptotiques  de  la  courbe /sont  distinctes  et  ne  sont  pas  paral- 
lèles aux  axes.  Cette  supposition  est  toujours  permise,  car  on  peut 
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commencer  par  faire  sur  la  courbe  une  transformation  liomogra- 
phique  ou  une  perspective  qui  la  réalisera. 
Ceci  dit,  j'écrirai  l'intégrale  sous  la  forme 

ce  qui  revient  à  poser 

•i>(^,  jk)  sera  une  fraction  rationnelle  de  x  ely^  soit 

M  et  N  étant  des  polynômes  en  x  et  y.  Montrons  d'abord  qu'on 
peut  remplacer  la  fraction  rationnelle  ~  par  une  autre  dont  le 
dénominateur  ne  renferme  que  la  variable  x.  Nous  nous  appuie- 
rons pour  cela  sur  le  théorème  d'Algèbre  suivant  : 

Btant  donnés  deux  polynômes  premiers  entre  eux,  f{x,j) 
et  N(x,  jk),  on  peut  trouver  deux  polynômes  en  x  et  eny^  A  et 
B,  tels  que 

A/-t-BN  =  X, 

X  étant  un  polynôme  en  x. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  la  proposition  analogue  rela- 
tive à  deux  polynômes,  ne  renfermant  qu'une  seule  variable. 
Soient 

N  =  ^oj"  -t-  ^i7"-'  -^-.  .. 

les  deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à  j  :  les  a  et  b  sont 
des  polynômes  en  x.  Prenons  le  résultant  X  de  ces  deux  poly- 
nômes en  y.  On  peut  le  mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant 
bien  connu  d'ordre  m  -4-  n 


X  = 


«0 

ai      . 

•     h„, 

o 

0 

O 

o 

do      . 

.      ... 

a  m 

o 

o 

o 

0 

•  •        «r/ 

^'0 

0,  . 

•• 

bn       . 

0 

o 

o 

. 

..        b,. 
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Si  l'on  multiplie  les  éléments  de  la  première  colonne  verticale 
parj^m+«-<^  ceux  de  la  seconde  par  y"^+«-2  et  ainsi  de  suite,  et 
qu'après  les  avoir  ainsi  multipliés  on  les  ajoute  à  la  dernière, 
celle-ci  se  trouvera  remplacée  par 

En  développant  le  déterminant,  on  a  l'identité 
X  =  A/-i-BN, 

A  et  B  étant  des  polynômes  en  j:  etj;  X  ne  dépend  que  de  x. 
On  aura  donc 


M       BM       BM 


'V    =     ^T-     = 


N        BN         X 


puisque  y  est  définie  par  la  relation  .f^x.y)  =  o.  La  fraction  6  a 
alors  pour  dénominateur  X  qui  ne  dépend  que  de  x,  et  nous 
pouvons  écrire  l'intégrale  (5)  sous  la  forme 


/ 


P{x,y)  dx 


Nous  obtenons  ainsi,  en  décomposant  la  fraction  ^  en  éléments 
simples,  des  intégrales  des  deux  types 

rV{x,y)dx  /•Q(^,j)6i?y 

P  et  Q  étant  des  polynômes  en  x  et  y,  et  ces  deux  formes  rappel- 
lent celles  que  nous  avons  trouvées  pour  les  intégrales  liyperellip- 
tiques. 

10.  Nous  allons  monlrer  que  dans  les  intégrales  du   premier 
type 

/P(x,  y)  dx 

on  peut  ramener  le  degré  du  polynôme  P,  qui  est  arbitraire, 
à  être  au  plus  de  degré  2  m  —  4-  ^  t^'  ^   ^  >  '^ 

Soit/o  le  degré  du  polynôme  P  et  supposons 

p^im  —  3. 
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Retranchons  de  l'intégrale  (6)  un  polynôme  homogène  en^  ely 
de  degré  p  —  m -+-  2.  :  soit  \{œ,y).  Ce  polynôme  X  peut  évidem- 
ment s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  relation /(^,jk)  =  o, 

'IMJl  rl^ 

fr 


J  J  Y 


Pouvons-nous  choisir  \  de  telle  sorte  que  la  différence 

(7)  P(^,r)-(x:,/;-x;/;) 

soit  un  polynôme  de  degré  p  —  i  ? 

Désignons  par  P^(^,J)/)  l'ensemble  des  termes  homogènes  de 
degré/?  dans  P(^,j/))  et  ^(^,Jk)  l'ensemble  des  termes  homogènes 
de  degré  m  dans /(^, y);  l'expression  (7)  se  réduira  à  un  poly- 
nôme de  degré/?  —  i,  si 

(8)        .     '       Pi(^,jK)-(>^:.?r->^;?'x) 

est  divisible  par  cp(^,j)  :  car  alors,  [J|-(^,jk)  étant  le  quotient,  il 
suffira  de  retrancher  de  (7)  le  produit  [^(^,JK)/(^,JK)  pour  avoir 
un  polynôme  de  degré  p  —  i.  Cette  soustraction  ne  change  d'ail- 
leurs rien  à  l'expression  (7),  puisque  /(^,jk)  =  o.  Remplaçons 
)v^  par  sa  valeur 

(/>  —  7?i -I- 2)X — jkX' 


tirée  du  théorème  d'Euler  relatif  aux  fonctions  homogènes  :  l'ex- 
pression (8)  deviendra 

xV'^{x,y)  —  {p  —  m-\-  9.)X(^,7)cp^-i-  mVy^ 


Elle  sera  divisible  par  ^{x^y)  si  le  numérateur  est  divisible 
par  (p  qui,  par  hypothèse,  ne  contient  pas  x  en  facteur.  Nous  avons 
donc  à  choisir  X  de  telle  sorte  que 

xV^{x,y)  —  {p-  m-hi)\{x,y)^'y 

soit   divisible    par  ^{x^y)^    ce   qui  sera  possible  si  le  degré  de 
\{x^y)  est  supérieur  ou  égal  km  —  t,  c'est-à-dire  si 

'     *'Jb   —  m  +  2^m  — I         ou        plim  —  Z.  (f>^r'^-B) 

Le  degré  de  P(^,y)  se  trouvera  donc  ainsi  abaissé  d'une  unité, 
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et  l'on  pourra  continuer  jusqu'à  ce  que  ce  degré  atteigne  i 
Donc,  en  résumé,  dans  les  intégrales  du  premier  type 


r 


P{x,y)dx       l 
le  polynôme  P{œ,y)  peut  être  abaissé  au  degré  im  —  4-'* 


11.  Avant  de  passer  aux  intégrales  du  second  type,  il  nous  faut 
faire  quelques  remarques  préliminaires. 

Soit  x  =  a  une  droite  rencontrant  la  courbe  y'(.^,jK)  en  m 
points  distincts  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  parj^i? 
j'o,  . .  •,JKm,  et  admettons  d'autre  part  qu'un  polynôme  <ï>(^,jr)en  x 
el  y  s'annule  en  ces  m  points  :  je  dis  que  le  quotient 

X  —  a 

en  supposant  x  ^,1  y  liées  par  la  relation  f(^x^y)^=.  o,  peut  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  j^. 

En  effet,  <Ï>(^,jk)  peut  être  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
X  —  «,  et  l'ensemble  des  termes  ne  dépendant  pas  de  x  sera  un 
polynôme  enj^,  '^{^y)\  nous  devons  montrer  que 

(9)  ^       •  S^ 

X  —  a 

peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  etj^  Or  o(j/) 
s'annule  pourjKo  ^^2?  --m  J^w  D'autre  part,  eu  ordonnant  le  poly- 
nôme f[x,y)  suivant  les  puissances  de  ;r  —  a,  l'équation  y=  o 
se  met  sous  la  forme 

{y  —  y\)'  •  -{y — jm)  -^  {x  —  a)pi{y)  -^  {x  —  afp.Sy)  -^  •  •  --^  o, 

les/)  désignant  des  polynômes  Qny\  donc  *^* 

(y^yr)(y-y.)---iy-.r,n)        et,  par  suite.         IM 
X  —  a  '         X  —  a 

se  mettront  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  el  y- 

En  second  lieu,  supposons  que  la  droite  x  ~  a  soit  tangente  à 
la  courbe/,  en  un  point  simple,  deux  points  de  rencontre  seule- 
ment étant  confondus  au  point  de  contact,  et  les  (m  ■ —  2)  autres 
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points  de  rencontre  étant  distincts.  Je  suppose  le  poljnôme  <ï>  (^,  r  ) 
tel  que  la  courbe 

soit  rencontrée  par  la  droite  ^  =  a  en  deux  points  confondus  an 
même  point  que/,  et  passe  par  les  {m  —  2)  autres  points  de  ren- 
contre. 

Je  dis  encore  que 

X  —  a 

en  supposante  etjr  liées  par  la  relation /(e,j^)  3=  o,  peut  se  mettre 
sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  en  y.  La  démonstration  sera 
analogue;  l'expression  se  réduit  à  la  forme  (9).  Or,  en  désignant 
parjTi  l'ordonnée  correspondant  à  la  racine  double  etparjKo,  •  •  •  r 
ym^\  les  ordonnées  des  (m  —  2)  autres  points  de  rencontre,  ^{y) 
contiendra  en  facteur 

{y  —y^fiy  —y--)-  "{y  ~yrn-i)\ 

d'autre  part,  l'équation  /---  o  pourra  se  mettre  sous  la  forme, 

{y—yù^iy-y^.)'-{y-ym~i)-^qi{y){x~a)-\-q.Xy){oc^-aY+...  =  o, 

les  q  étant  des  polynômes,  et  la  démonstration  s'achève  comme 
plus  haut. 

12.  Revenons  maintenant  aux  intégrales  du  second  type 

(10)  f^i-.y)d.. 

Nous  allons  démontrer  que  : 

On  peut  ramener,  de  proche  en  proche,  cette  intégrale  à  une 
intégrale  analogue,  mais  dans  laquelle  le  degré  de  x  —  a  est 
égal  à  r unité. 

En  d'autres  termes,  on  peut  toujours  abaisser  d'une  unité  le  degré 
a  ^  I  de  e  —  a. 

Je  suppose  d'abord  que  la  droite  x  z=  a  rencontre  la  courbe 
f{x,y)  —  o  en  m  points  distincts. 

Employons  le  même  genre  de  considérations  :  nous  retranche- 
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rons  de  l'intégrale  (lo),  en  tenantcompte  de  réquation/(^,  j)  — o, 
une  expression  de  la  forme 


-f 


(  Kfy  —  '>^'yfx)  {x  —  a)  —  ia  —  \)\{x,y)f'y 


\{x,y)  étant  un  polynôme  que  nous  choisirons  de  telle  sorte  que 
cette  différence  soit  une  intégrale  analogue  à  (lo),  mais  a  étant  rem- 
placé par  a  —  I .  Pour  cela,  il  suffît  que 

Q(.r,j)  +  (a-i)X(;r,j)/; 

puisse  se  mettre  sous  la  forme  ,  {J  ,>  c'est-à-dire  que 

Q(x,y)-^(cc-i)l{x,r)f;. 
{X  —  a) 

se  réduise  à  un  polynôme.  Or  ceci  aura  lieu  si  le  numérateur  s'an- 
nule pour  les  m  points  de  rencontre  de  ^  =ir  a  avec  la  courbe  (§  11). 
On  satisfait  à  cette  condition  en  prenant  pour  X  un  polynôme,  en 
y  seul,  de  degré  m  —  i,  qui  se  trouvera  ainsi  complètement  déter- 
miné, puisque/^  est  différent  de  zéro. 

Le  théorème  est  donc  démontré,  et,  en  continuant  de  proche 
en  proche,  on  est  ramené  uniquement  à  l'intégrale  qui  correspond 
à  a  =  I . 

13.  La  réduction  est  moins  immédiate  si  la  droite  x  =  aesl  tan- 
gente à  la  courbe/,  dans  les  conditions  du  §  11.  Plaçons-nous  dans 
cette  hypothèse.  Nous  allons  retrancher  de  l'intégrale  (lo)  une 
expression  de  la  forme 

{x  —  a)'^ 

Pour  effectuer  la  même  réduction  que  précédemment,  X(^,  y) 
devra  être  tel  que  l'expression 

q(x,y)(x  —  a)^  ccl(x,y)fy  ~(x  —  a)(  l'^fy  —  l'yfj.  ) 
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soit  de  la  forme 


{x—ay 


Il  faudra  d'abord  que     ^    '"^     ^  puisse  se  mettre   sous  la  forme 
d'un  polynôme.  Il  suffit  pour  cela  que  \{x,y)  s'annule  pour 

puisque  déj à /^'.  s'annule  pour  (a,  jKi)-  Le  polynôme  X(^, y  )/^'.,  pour 
x=z  a^  deviendra  alors  un  polynôme  en  jk  ayant  la  racine  double  /< 
et  les  racines  simplesjoj  •  •  •  ?  ym-\  et,  par  suite,  d'aprè§  le  lemme 

(§11), 

X  —  a 

pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme.  Nous  pourrons 
prendre  pour  \  le  polynôme  qm  y 

^^  =  ir  —II)  (y  —72)  (r  —7^-1)  1^(7)» 

[A  (y)  étant  un  polynôme  en  y. 
Il  faut  ensuite  que 

}  f 


se  mette  encore  sous  la  forme  d'un  polynôme.  Nous  allons  une  nou- 
velle fois  appliquer  le  lemme  (§  H).  Le  numérateur  peut  s'écrire 

(11)      {  -i-(r—yi)---(r—r«'~i)i^'(y)/x 

Celte  expression  doit  d'abord  s'annuler  pour  (a,  jKi)?  (^7  7^)'  ••• 
{a^ym-\)'-  cette  condition  nous  fait  connaître  les  valeurs  de 

A^ifi)^     f^(72),     ...,     (^(jK/«"i)- 
Ces  quantités  seront  parfaitement  déterminées.  En  effet,  cher- 
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chons  le  coefficient  de  [x(jKi),  correspondant  au  point  de  contact  : 
ce  sera 

(.•>.)    4(^-->-0i>-.r2)...(.r-r.„-i)/;-i         ,  [^,d(y-r,)...(y-y,„_,)-^ 

y=yi  j^y, 

Or,  dans  le  cas  actuel,  on  a  (§  11) 

f(^^y)  =  {y  -yiTiy  -y..). .  .{y~y,n^i )  +  {x  ~-  a)q,{y)+. .  .^  o. 

Cette    relation   permet    de    calculer   immédiatement   l'expres- 
sion (12)  :  elle  se  réduit  à 

or  <7,  (jK<)  n'est  pas  nul^i  le  point  {a,y^)  est,  comme  nous  le  sup- 
posons, un  point  simple  de  la  courbe  f.  Donc  le  coefficient  de 
[J.(ri)  est  différent  de  zéro. 

Les  autres  coeffiicients  se  calculent  d'une  manière  analogue  :  celui 
de  |j.(jK2)  par  exemple  est 

(-  a  +  i)q,{y^){y.^—y,){y^  ~y,). .  .(j^  -ym-i  ),        ' 

et  dans  cette  expression  q^{y.,)  n'est  pas  nul  si  au  point  {a, y.) 
la  tangente  ci  la  courbe  f  n'est  pas  parallèle  ce  l'axe  des  x, 
comme  nous  pouvons  le  supposer;  nous  avons  d'ailleurs  a^  i. 

Il  nous  faut  encore  écrire  que,  dans  l'expression  (i  i)  mise  sous 
forme  de  polynôme  et  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  —  a  et  jK— JKi,  il  n'y  a  pas  de  terme  du  premier  degré  en 
y  —y\'  Cette  condition  détermine,  sans  impossibilité  aucune,  la 
valeur  de  ^' {y^  ).  On  trouve  en  effet  que  la  partie  du  coefficient 
de/— j,  qui  dépend  de  [^'(jKi)  se  réduit  à 

2(1  — ajfa'(7i)^i(7i)(ri-j2)...(ri— jr,«-i);^ 

'^'{y\)  sera  donc  déterminée  par  la  condition  indiquée. 
Ainsi  \J'{y)  doit  être  un  polynôme  tel  que 

î^(7i)»     1-^(72)5     •••,     \J-{ym-\),         et  en  outre         \J-'{y\) 

aient  des  valeurs  données.  Il  existe  une  infinité  de  tels  polynômes. 
Soit,  par  exemple,  ^{y)  un  polynôme  d'un  degré  au  moins  égal  à 
m  —  2  ayant  pour  jr  =  (/< ,  .  .  . ,  ym-\)  les  valeurs  données,  il  en 
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sera  de  même  du  polynôme 

dans  lequel  on  déterminera  la  constante  G  par  la  condition  que 

I^'(7i)  =  ?'(ri)  -^  G(7i— JK2). .  .(yi—y,n-i) 

ait  une  valeur  donnée. 

Le  théorème  énoncé  (§  12)  est  donc  encore  démontré  dans  le 
cas  où  la  droite  x  =  a  est  tangente  à  la  courbe/  en  un  point 
simple. 

14.  D'autres  circonstances  pourront  se  présenter.  La  courbe 
peut  avoir  des  points  singuliers.  Supposons  qu'elle  ait  seulement 
des  points  doubles  à  tangentes  distinctes,  et  que  la  parallèle  à 
l'axe  des  y  menée  par  un  point  double  ne  soit  tangente  en  ce  point 
à  aucune  des  deux  branches  de  courbes  qui  j  passent.  Dans  ce  cas 
les  réductions  faites  plus  haut  ne  peuvent  plus  être  employées. 

Montrons  bien  nettement  le  point  où  les  raisonnements  cesse- 
ront d'être  applicables.  D'abord  la  conclusion  du  §  11  est  tou- 
jours correcte,  c'est-à-dire  que  le  quotient 

X  —  a 

peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  y^ 
même  quand  la  droite  x  =^  a  passe  par  un  point  double  de  la 
courbe/'(^,  y)  ^=  o,  pourvu  que  la  courbe 

soit  rencontrée  par  la  droite  x  ^=  a  en  deux  points  confondus  au 
point  double  et  qu'elle  passe  par  les  [m  —  2)  autres  points  de 
rencontre  de  cette  droite  et  de  la  courbe/. 

Il  en  va  autrement  pour  les  conclusions  du  §  13  ;  pour  le  voir,  il 
suffit  de  se  reporter  à  l'expression  (i3).  Nous  avons  dit  que  la 
quantité  désignée  par  q\{y\)  n'était  pas  nulle;  elle  sera  nulle  au 
contraire  si  le  point  {ct,y^)  représente  le  point  double  :  nous 
poserons  dans  ce  cas 
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Démontrons  maintenant  un  nouveau  lemme  dont  nous  allons 
avoir  à  faire  usage  : 

Si  la  droite  x  =^  a  passe  par  nn  point  double  à  tangentes  dis- 
tinctes {a^yx)  de  la  courbe /(^,  y)  ^=  o,  dans  les  conditions 
énoncées  précédemment,  je  dis  que  le  quotient 

^{^1  y) 

{x  —  ay 

en  supposant  toujours  ^  et  y  liés  par  la  relation  y(^,y)  =  o, 
pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  etj)^,  si,  en 
chacun  des  points  de  rencontre  de  la  droite  x  z=  a  avec  la  courbe, 
ce  quotient  garde  une  valeur  finie,  et  si  de  plus  les  deux  va- 
leurs correspondant  aux  deux  branches  de  courbe  passant 
par  le  point  double  (a,  jki)  sont  égales. 

Dans  le  cas  actuel  f{x^  y)  peut  être  mis  sous  la  forme 

f{^,y)  =  {y — y\Y  {y  —  y-i)  •  •  -{y  —  y  m-ù 

-^{x  —  a){y—ji)r{y)-^{x  —  aYq^{y)-^.... 
Développons  <^{x,  y)  suivant  les  puissances  de  .r  —  a, 

<^{x,y)  =  cp(jK)  +  (^  — a)cpl(JK)^-(^-a)2cp2(r)  +  •.•• 
On  aura 

\^{x^_yy\       _  r?(r)  +  (-r-a)?i(r)l      _^^/^,) 

l{x-ay-\,.=a~\_  {x-aY  \.^a      ^'^•^'■^' 

Y=yk  y—ïk 

Pour  que  cette  expression  garde  une  valeur  finie  en  chacun  des 
points  de  rencontre,  il  faut  que 

?(r/.-)  =  ^        (A-  =  I,  2,  ...,  m  — i) 
et  que 
L/Vv  0|^A^AAAV<.  r       ^'(^^•M^)    _^+?i(j^^)  =  o         (A:  =  i.2...m  — i); 


is  pour  A  r-  I,  ( -^  j         a  deux  valeurs  distinctes,  donc 

?'(7i)=o        et        ?i(ri)  =  o. 
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Par  suite,  ^{y)  et  cp^  (j^)  seront  des  expressions  de  la  forme 

?(r)  =  P(7)(7-ri)'(r-72)...(r-7..-i), 

?i(7)  =  (7-7i)R(r)- 

En  d'autres  termes,  la  courbe  ^(x^  y)  =  o  aura  pour  point 
double  le  point  (a,  jK<)  et  elle  sera  tangente  à  la  courbe/(^,  j')=  o 
aux  points  (a,  ^^2)'  •  -(^^ym^i)-  Cette  dernière  condition  donne 
lieu  aux  relations 

R(r2)=P(72)/'(72), 

(i4) 

R(7m-l)  =  P(7m-l)''(7/n-l)- 

'      .  ,,  ,  .  fî^f.r,  r)     ,  ,  , 

Ecrivons  d  autre  part  que  le  quotient^ — ^^^2  ^  ^^^^  ^^^^  valeur 

au  point  double  (<^,  Ji)'  Désignons  par  |i.  et  ^k'  les  deux  valeurs 

supposées  différentes  du  rapport   (-f)        ?   ou  de  ^-— "^S  sur  la 

courbe /=  o  au  point  (a,  jKi);  on  devra  avoir 

P(7i)!-^H7i-72)---(7i— 7m-i)  +  |^R(7i) 

=  P(7i)h^''(7i-72)--.(7i-7/«-i)+!-^'R(7i). 

d'où  l'on  conclut 

P(7i)(7i  — 72)-  •  -(71— 7'«-i)(!J-+  1^')+  R(7i)  =  «; 


on  aura,  d'ailleurs 


r(ri] 


(71— 72)---(ri— 7/«-i) 

et  la  condition  trouvée  se  réduira  à 

(i5)  P(7i)^(7i)-R(7i)  =  o. 

Ceci  posé,  revenons  au  quotient  7— _f-^?  qui,  à  un  polynôme 
près,  est  égal  à 

P(7)(7-7i)'(7-72V.-(7-7/n-i)  +  (^-^)(-7-7i)R^7)^ 
{a:  —  «  )  2 
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OU,  en  tenant  compte  de  l'équation  de  la  courbe,  à 

—  P(r)(jK-jKi)r(.r)  +  (jK  — jKi)R(.r) 


X  —  a 


D'après  les  équations  (i4)  et  (i5),  ce  quotient  se  réduira  à  un 
polynôme,  puisque  le  numérateur  admet  la  racine  double  y,  et  les 
racines  simples  r-,,  .  .  .,  j„,_,.  Notre  lemme  est  donc  démontré. 


io.  Reprenons  l'intégrale 


/ 


{x~a)y.f' 


en  supposant  que  la  droite  x  =:  a  passe,  comme  au  paragraphe 
précédent,  par  un  point  double  de  la  courbe.  Nous  allons  ici 
faire  la  réduction  en  retranchant  de  cette  intégrale  une  expression 
de  la  forme 

Ijx,  y) 
(37  — a)a+i* 

On  va  montrer  qu'on  peut  choisir  le  polynôme  \{x,  y)  de  telle 
sorte  que  la  difTérence  soit  une  intégrale  de  même  forme  que  l'in- 
tégrale initiale,  mais  où  a  sera  remplacé  par  a  —  i .  11  faudra  pour 
cela  que  le  quotient 

{x—a)^  ~ 

puisse  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  y. 

Tout  d'abord  le  quotient  J^  '^''  devra  se  réduire  à  un  poly- 
nôme. Cette  condition  sera  remplie  si  nous  prenons 

l(x,  y)=(y  ~-fi)^(y)iJ.{y)-h(x  —  ayj(y)-^(x  —  a)^T.(y), 

en  désignant  par  o{y)  le  produit  (y  —y.).  .  ,(y  —y,n^,),  les  po- 
lynômes jj.(jr),  v(jr)  et  -(jk)  étant,  pour  le  moment,  arbitraires. 

r^    1        1  1  •  ^(^5  y)  f'y 

Calculons  le  quotient ^  :  ce  sera 

*  X  —  a     ' 

(r--ri)?(.r)!^(7)/;       ,  ^.,     , 
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Écrivons  de  nouveau  la  valeur  àe  f[x^  y) 

fi^,  y)  =  (7  - riY^i y)  -^  {^  -  a)  (y  ~ yi)  r{y) 
-+-(x-ayq{y)-t-{x  —  ays{y)-^.... 

On  trouve,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  ^  —  a  et  en 
ne   gardant  que  les  ternies  qui  seront  au  plus  du  second  degré 

en(r— rO  et  {x  ~  a), 

X(ir,  y)fy 

^_^     =(r-ri)?(r)[2v(jK)-[a(jK)/'(^)] 

-^iy—7iy-W(y)'Ky)-r{y)o'(y)ix(y) 

+  ^'(7)?(r)[^(r)] 

+  (^  _  a)  j  -  2cp(jK)  [j.(jk)  ^(jk)  +  v(jk) /•(7) 

+  (7— ji)[2?(jK)^(r)-?'(r)i^(r)'z(r) 

+  v(jk)  /■' (JK)+  q'iy)  cp(jK)  ix{y)\ 

+  (r-ri)'?'(y)^(r)i 

^(^j,^ay[-2s(y)o(y)ix(y)-^T.(y)r(y)-+-viy)q'(y)]. 
On  aura  d'autre  part ,  dans  les  mêmes  conditions^ 

Kfy-^^yfx=-       h(jK- Ji)cp(jK)4-(jK-JKi)2cp'(jK) 

-r-ix-a)  [r{y)  +  (y  —y,  )  r\y)]  -\- {x  —  af-q^y)^^ 
X[^i{y)  ^  i{x  —  a)Tz{y)] 
-[{y  —  Ji)  r{y)  -^  i{x  -  a)  q{y)  -^  ■^{x  -  aYs{y)\ 

x[{y  ~ yi) i {y)  \^{y)  -^ ^i y)  'Ay) 
^-(r  — ri)?(r)  [^'(r)  +  (^  — «)^''(7)]- 

Les  calculs  étant  ainsi  préparés,  nous  devons  chercher  à  clioi- 
sir  les  trois  polynômes  [J.(jk),  v(jk)  et  "(y)  de  telle  sorte  que 

(-r-a)Q(^,y)-^(a  +  i)MfiZ2:5_()4/^_X;./^) 
(.6)         ^—^ 

soit  un  polynôme  en  x  etjK. 

Appliquons  le  lemme  du  paragraphe  précédent.  Tout  d'abord,  en 
développant  le  numérateur  suivant  les  puissances  de  x  —  a  et 
y  — jKo  nous  ne  devons  pas  avoir  de  terme  du  premier  degré,  ce 
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qui  donne  immédiatement 

?(ri)^(ri)i^(ri)  — 2cp(jKi)v(jKi)  =  o, 

—  2a9'(jKi)  C5(7i)  fA(  ji)  +  ar(jKi)v(7i)  +  Q(a,  jKi)  =  o, 

équations  qui  déterminent  les  valeurs  de  [Ji.(j^i  )  et  y{j\)'')  pour  que 
les  équations  fussent  incompatibles,  il  faudrait  que 

4?(jKi)^(j'i)  — /'Mj'i)  =  o, 

condition  qui  n'est  pas  remplie,  car  elle  exprime  que  les  tangentes 
au  point  double  sont  confondues. 

Nous  devons  ensuite  former  le  poljnôme  homogène  du  second 
degré  en  ^  —  a  ely  — j^, ,  qui  donne  au  numérateur  l'ensemble  des 
termes  de  moindre  degré.  En  l'égalant  à  zéro,  on  forme  ainsi  une 
équation  en"^- — ^ ,  dans  laquelle  la  somme  des  racines  aura  une 
valeur  donnée.  Or,  dans  cette  équation,  le  seul  terme  dépendant  de 
7r(j)/)  se  réduit  à 

2(a  — i)cp(jKi)7r(7i). 

qui  se  trouve  dans  le  coefficient  du  produit  (œ  —  a)  (j-  — j^<  ).  La 
valeur  de  '^(jKi)  sera  donc  elle  aussi  déterminée  si  nous  nous  don- 
nons, arbitrairement  d'ailleurs,  \f-'{y\  )  et  y'{y\). 

Nous  avons  maintenant  à  écrire  les  équations  relatives  aux 
autres  points  de  rencontre  de  x  =  a  avec  /  =:  o  ;  il  suffira  de  con- 
sidérer l'un  d'eux  :  soit  (a,  j'2).  Nous  devons  écrire  que  la  courbe 
obtenue  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  (16)  passe  en  (<7,  JK2) 
et  est  tangente  en  ce  point  à  la  courbe  /.  On  devra  donc  avoir 
d'abord 

et,  en  écrivant  ensuite  la  condition  de  contact,  on  voit  que  le  seul 
terme  contenant  le  polynôme  'î^{y)  figure  dans  le  coefficient  de 
(.r  —  a)  et  se  réduit  à  ■.' 

(a-i)7:(j2)(j2  — Ji)^cp'(r2)- 

On  se  donnera  donc  pour  ^(^2)  et  [J^(jK2)  deux  valeurs  satisfai- 
sant à  la  condition  écrite  plus  haut,  et  on  se  donnera  tout  à  fait 
arbitrairement  v'(jk2)  et  [jl'(  j^o)  cjui  figureront  dans  l'expression 
du  coefficient  angulaire.  La  valeur  de  ''^{^2)  sera  alors  complè- 
tement déterminée. 
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En  résumé,  on  voit  que  les  polynômes  |ji(^)-)  et  y(y)  se  trouvent 
déterminés  par  leurs  valeurs  et  celle  de  leurs  dérivéespour  r  =  y^ 
y2.  •  -  '  ,rm-i,  et  le  polynôme  7r(jK)  est  déterminé  par  ses  valeurs 
pour  ces  mêmes  quantités.  La  réduction  cherchée  peut  évidem- 
ment être  efiTectuée  d'une  infinité  de  manières. 

16.   La  réduction  est  donc  faite  dans  tous  les  cas  pour  les  inté- 
grales du  second  tjpe 


/ 


Q(.r.  y)  dx 


en  supposant  toutefois  que  la  courbe  ait  seulement  des  points 
doubles  à  tangentes  distinctes.  Une  telle  intégrale  peut  toujours, 
par  la  soustraction  d'une  fraction  rationnelle  convenable  en  x  el  r, 
être  ramenée  à  l'intéirrale 


/ 


R(.2^.  y)  dx 

{x^a)f   ' 


R.  désignant  encore  un  poljnôme. 

On  peut  d'ailleurs  supposer  que  le  poljnôme  R(^,  y)  ne  ren- 
ferme y  qu'au  degré  m  —  \  au  plus,  si  l'on  se  sert  de  l'équation 
f{x^y)  =  o  pour  faire  disparaître  les  puissances  de  7  supérieures 
à  m  —  ï.  Ordonnant  alors  l\(x,  y)  ainsi  réduit  par  rapport  aux 
puissances  de  x  —  a^  on  voit  que  cette  intégrale  se  ramène  en 
définitive  à  une  intégrale  du  premier  type  et  à  la  suivante 


/ 


î{(r)dx 


où  R(y)  est  un  polynôme  en  y  seul,  de  degré  m  —  i  au  plus. 

IV.  —  Intégrales  des  fonctions  rationnelles  de  sina?  et  cos^. 

17.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  intégrales  de  dif- 
férentielles algébriques;  on  rencontrera  souvent,  dans  les  apphca- 
tions,  des  intégrales  de  la  forme 

/(sina7,  cosa;)  dj: 


/■ 


/étant  une  fonction  rationnelle  de  sinj;  et  cosj?:".  Ces  intégrales  se 
P.-I.  ,  5 
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ramènent  immédiatement  à  des  intégrales  de  fonctions   ration- 
nelles :  si  l'on  pose  en  effet 


tang-  =jK, 


on  a,  comme  on  sait, 


ly  \—y^ 

d'autre  part,  de  la  relation  entre  x  et  y,  qui  peut  s'écrire 

X  —  '2  arc  tangjK, 
on  tire 

Après  ces  substitutions,  notre  intégrale  prendra  donc  la  forme 

F  étant  une  fraction  rationnelle  dey. 

On  peut  ramener  d'une  autre  manière  l'intégration  à  celle  d'une 
fraction  rationnelle  :  en  posant 

on  a,  d'après  les  formules  d'Euler, 
on  aura  de  plus 


sina?  = -. —  ?  cosx  = 

iiz  i-z 


dz 
dx  =  — .', 

zi 

nous  aurons  donc  encore,  après  les  substitutions,  à  intégrer  une 
fraction  rationnelle. 

Gomme  exemple  de  la  première  méthode  d'intégration,  calcu- 
lons l'arc  de  la  parabole.  Soit  72^27?^  l'équation  de  la  courbe 
rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet.  Exprimons  les 
coordonnées  x  eiy  d'un  point  arbitraire  de  la  courbe  à  l'aide  de 
l'angle  a  que  fait  la  tangente  en  ce  point  de  la  courbe  avec  l'axe 

des  X.  On  a 

P  P 

T  —  — î         y  =  — - —  ? 

'2  tangua'         *^        tan  g  a 


INTÉGRALES   INDÉFINIES.  Qj 

et  l'on  trouve  de  suite 

Nous  allons  compter  l'arc  à  partir  du  sommet  :  ds  et  da.  seront  de 
signe  contraire.  Nous  aurons  donc 


da 


Pour  calculer  cette  intégrale,  posons 


tang^  =y\ 


il  vient  alors 


dont  l'intégration  est  immédiate 

et,  en  remplaçant  jk  par  tang-, 

p  / cosa       , 
5  =  -     --— log  tanj 


a 


18.  On  peut  modifier  la  seconde  méthode  d'intégration  de 
façon  à  présenter  cette  théorie  sous  la  forme  la  plus  élégante. 
C'est  ce  que  fait  M.  Hermite  dans  son  Cours  d'Analyse,  et  ce 
que  nous  allons  indiquer  rapidement  d'après  lui. 

Reprenons  l'intégrale 

/  /(sin 37,  cosx)dx. 

En  remplaçant  sin^  et  cos^  par  leur  valeur  en  fonction   de 

z  =  C'^',  on  a 

/(sin^,  cosa?)  =  P(^), 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  z.  Nous  allons  chercher  à 
mettre  P(:;),  considérée  comme  fonction  de  ^,  sous  la  forme  la 
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plus  favorable  pour  rintégration.  En  décomposant  P(^)  en  frac- 
lions  simples,  nous  avons 

7r(^)  étant  un  pol} nome;  on  voit  que  le  second  terme  provient 
delà  racine  ^  =  o  qui  pourrait  se  trouver  au  dénominateur  de 
P(^),  et  que  nous  mettons  ainsi  en  évidence.  Les  autres  racines  a 
sont  différentes  de  zéro.  Posant  alors 

a  =  e'^, 
nous  avons  d'abord 

f-^'  /               .        X  —  a  \ 
I  —  fCOL h 


.Xl_   (,'Xl  9^ 


conséquence  immédiate  de  la  relation  qui  donne  cot^  en  fonction 
de  e^K  Les  termes 

se  présentent  maintenant  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  cot' 

Cette  forme  est  peu  favorable  à  rinté<;ration  ;  mais  nous  pouvons 
exprimer  les  différentes  puissances  de  cot^ — ■ —  en  fonctions  li- 
néaires de  cot — - —  et  de  ses  dérivées.  On  a  en  effet,  pour  la  se- 
conde puissance, 


r/cnt.r 

cot^.r  —  —  i j 

da; 

Supposons  d'une  manière  générale   que  l'on  ait  jusqu'au  rang  /i 

k—n  —  ï 


cot"  X  =     >     Lik 


les  G  étant  des  constantes;  il  en  sera  de  même  pourcot"+^^.  Déri- 
vons en  effet  les  deux  membres  de  l'identité  précédente  :  on  aura 


Â--/2-1 


n  cot«-*  :r(—  I  —  cot2^)  =    \ 


C 


^A+i  cot.r 
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or,  cot"'^^  s'exprimant  comme  il  a  été  dit,  la   même  propriété 
subsistera,  d'après  cette  relation,  pour  cot'^+^  j:*. 
Nous  avons  donc,  après  ces  réductions, 


A„ 


A  =  «-l         d'^col'^         '^ 


—  =  G 


Hb. 


z  —  a        {z  —  aY  {z  —  a)>^  JU      "  dx'^ 

Si  l'on  multiplie  cette  expression  par  dx^  et  qu'on  veuille  inté- 
grer, l'intégration  sera  immédiate,  car  la  seule  quadrature  à  effec- 
tuer sera 

/x  —  a    , 
cot dx^ 


X  —  7 


qui  est  égale  à  2logsin 

Pour  toutes  les  racines  a  différentes  de  zéro,  on  fera  un  calcul 
analogue.  Il  reste  donc  seulement  à  considérer  les  termes 


mais,  en  remplaçant  z  par  cos^  +  / sin^,  cette  expression  prend 
la  forme 

^(a/jCOsn.r+  [3/iSin/zjc), 

dont  l'intégration  est  immédiate. 

Ces  généralités  nous  suffiront^  je  renverrai,  pour  les  applica- 
tions, au  Cours  d'Analyse  de  M.  Hermite,  où  le  lecteur  trouvera 
les  développements  les  plus  intéressants  sur  cette  méthode  de  ré- 
duction. 
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CHAPITRE  m. 

INTÉGRALES  CURVILIGNES. 


L  —  Définition  des  intégrales  curvilignes. 

1.  C'est  la  notion  de  la  somme  simple  d'éléments  de  la  forme 
f{xi)dxi  qui  a  joué  jusqu'ici  le  rôle  essentiel;  nous  allons  cher- 
cher à  la  généraliser.  Commençons  par  une  extension  qui,  tout  en 
n'impliquantaucuneidée  nouvelle,  nous  sera  très  utile  dans  la  suite. 

Considérons  une  fonction  V{x^y)  des  deux  variables  x  ei  y  et 
prenons  dans  le  plan  (0.r,  Oy)  deux  points  a  et  ^  de  coordon- 
nées (a,  A)  et  (6,  B)  :  on  les  joint  par  une  courbe  C  {fig.  2). 

Fig.  2. 


Divisons  l'arc  a,3  en  un  certain  nombre  d'intervalles  par  les 
points  de  subdivision  a, ,  ao,  . . . ,  a„_i  dont  les  coordonnées  seront 
{oc\jy^){x2,y2)"'{^n~.\-)yn-\)'t  nous  formons  la  somme 

P(a,A)(^i— a)-f-P(^i,jKi)(^2  — ^i)+...4-P(^«-i,7«-i)(^— ^«-0» 
tout  à  fait  analogue,  comme  on  voit,  à  celle  qui  nous  |a  conduit 
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à  l'intégrale  définie,  avec  la  seule  différence  que  la  fonction  P  ne 
dépend  pas  seulement  de  ^,  mais  aussi  de  y. 

Quand  tous  les  intervalles  (a/,  0Li_^.^)  tendent  vers  zéro,  leur 
nombre  augmente  indéfiniment,  cette  somme  tend  vers  une  limite. 
Pour  s'en  rendre  compte,  on  pourrait  répéter  les  raisonnements 
faits  au  début;  il  est  plus  rapide  de  ramener  cette  somme  aux 
sommes iusqu^ ici  considérées.  Prenons  le  cas  le  plus  simple  où  la 

courbe  a[3  est  telle  qu'à  chaque  valeur  de  x  correspond  une  seule 

valeur  dey.  Soily  =^'f{x)  l'équation  de  cette  courbe  a,  p;  nous 
supposons  la  fonction  cp(^)  continue  de  a  à  b.  En  posant 
P[^,  ^(^)]  =  F(.r),  la  somme  précédente  n'est  autre  chose  que 

¥(a)(xi  —  a)  -h  F{cci){x^—  Xi)  +.  .  .+  ¥{x,i-i)if^  —^«-1); 

elle  a,  par  conséquent,  pour  limite  l'intégrale  définie 

P[^,  o{x)]  dx. 

Cette  intégrale  se  représente  par  le  symbole 

V i^x^y)  dx\ 


/ 


,( 


on  dit  que  c'est  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  la 
courbe  C  depuis  a  jusqu'à  p.  Pour  que  cette  intégrale  ait  un  sens, 
il  ne  suffit  pas  de  donner  les  points  extrêmes  a  et  p,  il  faut  en 
outre  indiquer  le  chemin  suivi  pour  aller  de  a  à  |3. 

Il  peut  arriver  que  la  courbe  joignant  a  à  [^  soit  rencontrée  en 


Fis.  3. 


plus   d'un    point  par  une   parallèle  à  l'axe    des  y.   Nous   parta- 
gerons alors   l'arc  de  courbe  en  un  certain   nombre  de  parties 
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pour  lesquelles  à  chaque  valeur  de  x  ne  correspondra  qu'une  va- 
leur de  7.  Les  exlrémités  de  ces  arcs  seront  les  points  où  la  tan- 
gente à  la  courbe  est  parallèle  à  Oy.  Prenons,  par  exemple,  la 
>■«•.  3.  Il  y  aura  sur  l'arc  (a^)  un  point  y  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  Oy.  L'intégrale  de  a  à  y  se  calculera  comme  plus  haut  et 
pareillement  celle  de  y  à  [3;  mais,  dans  le  second  cas,  la  fonction 
y  =  z>(x)  à  substituer  dans  P  ne  sera  pas  la  même  que  dans  le 
premier. 

2.  On  définira  de  même  l'intégrale  curviligne 

fQ(x,y)dy, 

prise  le  long  d'un  arc  C  et  dans  laquelle  la  variable  de  sommation 
est  jK-  Llle  est  la  limite  de  la  somme  des  éléments 

et  les  mêmes  considérations  serviront  à  la  ramènera  une  intégrale 
définie. 

On  peut  indiquer  pour  l'intégrale  curviligne  une  méthode  de 
calcul  plus  générale  dont  nous  ferons  fréquemment  usage. 

Soient 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  t.  Ces  deux  fonctions  seront  supposées 
des  fonctions  continues  de  t;  quand  t  variera  de  ^0  à  ti  le  point 
{^,y)  décrira  l'arc  de  courbe  C.  Admettons  en  outre  que  les  fonc- 
tions /{t)  et  '-D{t)  aient  des  dérivées  f'(t)  et  o'{t)  et  que  ces 
dérivées  soient  des  fonctions  continues  de  t,  sauf  peut-être  en  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  t,  pour  lesquelles /'(^)  et  (f^ (t)  pour- 
ront passer  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  aptre  valeur 
finie.  Dans  ces  conditions,  si  l'on  se  reporte  à  ce  que  nous  avons 
vu  relativement  au  changement  de  variable  dans  les  intégrales 
définies  (§  11,  Chap.  1),  et  aux  discontinuités  possibles  (§  7, 
C^hap.  I)  dans  les  fonctions  que  l'on  intègre,  il  est  clair  que  l'in- 
tégrale curviligne 


X 


Pdx, 
c 
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prise  le  long  de  la  courbe  G,  s'exprimera,  en  prenant  t  comme  va- 
riable de  sommation,  par  l'intégrale  définie  ordinaire 


i 


^if,'^)f'{t)dt. 


En  admettant  comme  possibles  les  discontinuités  indiquées  de 
f  {t)  et  'f'(^),  nous  pouvons  avoir  des  courbes  présentant  des 
points  anguleux  où  la  tangente  change  brusquement  de  direction  ; 
c'est  pour  avoir  plus  de  généralité  dans  les  courbes  employées  que 
nous  avons  fait  cette  hypotlièse. 

Les  intégrales  curvilignes  les  plus  importantes  et  dont  nous  au- 
rons le  plus  souvent  à  nous  occuper  se  présentent  sous  la  forme  de 
la  somme  des  deux  intégrales  précédentes 


X 


l*{x,y)  dx  +  Q ( -2?,  J^ )<://• 


Si  l'on  emploie  comme  précédemment  le  paramètre  /,  cette  in- 
tégrale pourra  s'écrire 

II.  —  Condition  pour  que  l'intégrale  curviligne  j  Pdx  -h  Qdj 
ne  dépende  que  de  ses  limites. 

3.  Nous  allons  nous  proposer  une  question  d'une  grande  impor- 
tance pour  l'Analyse  et  pour  la  Physique  mathématique.  Je  suppose 
que  nous  ayons  dans  le  plan  une  région  limitée  par  un  seul  con- 
tour, et  que,  dans  cette  région,  les  fonctions  V(^œ,y)  elQ(.x,y) 
soient  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Il  est  entendu  que  le  point  (.r,  j^)  ainsi  que  les  courbes 
que  nous  aurons  à  tracer  ne  sortiront  pas  de  la  région  envisagée. 
Posons-nous  le  problème  suivant  : 

Quelle  condition  devront  remplir  les  fonctions  P  et  Ç)pour 
que  Vintégrcile  j  V  dx  -{-  (^dy  prise  le  long  d'une  courbe 
quelconque  tracée  entre  deux  points  arbitraires  A  et  A!  ne  dé- 
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pende  pas  du  chemin  suivi,  mais  seulement  des  coordonnées  de 
ces  deux  points. 

Pour  trouver  cette  condition,  nous  allons  avoir  recours  à  une 
méthode  d'une  extrême  généralité  en  Mathématiques  et  qu'on  a 
appelée  la  méthode  des  variations.  Ce  ne  serait  pas  le  lieu  de 
l'exposer  ici  en  détail.  Bornons-nous  aux  remarques  suivantes 
dont  nous  aurons  à  faire  usage. 

Soit  j=/(^)  l'équation  d'un  arc  de  courbe  joignant  le  point 
A  de  coordonnées  {a,  b)  au  point  A'  de  coordonnées  (<:/,  h').  On 
peut  considérer  la  courbe  précédente  comme  faisant  partie  d'une 
famille  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  a  et  pas- 
sant toutes  par  les  points  A  et  A',  la  courbe  donnée  correspondant 
à  la  valeur  ao  de  ce  paramètre.  Telle  est,  par  exemple,  la  famille  de 
courbes 

(0  y=f{x)-^{cL  —  c(.Q){x  —  a){x  —  a')^{x,aL), 

o{x,  cl)  étant  une  fonction  continue  quelconque  de  x  et  de  a.  Ceci 
posé,  formons  l'intégrale  curviligne  de  A  en  A'  sur  une  quelconque 
de  ces  courbes;  cette  intégrale  sera,  en  général,  une  fonction  de 
a,  puisqu'elle  variera  avec  la  courbe.  Si  nous  supposons,  comme 
dans  le  problème  proposé,  que  l'intégrale  ne  dépende  pas  du  che- 
min, celte  fonction  de  a  devra  se  réduire  à  une  constante. 

Nous  allons  avoir,  dans  la  suite,  à  prendre  des  difTérentielles  par 
rapport  à  .r  et  par  rapport  à  a  :  les  premières  seront  représentées 
par  la  lettre  d,  et  les  secondes  par  o.  La  différentielle  par  rapport 
à  a  d'une  fonction  S  (x,  ol)  est  souvent  appelée  la  variation  de  cette 
fonction.  11  est  clair  que  l'on  aura  dùS  =  ^dS,  puisque  l'on  peut 
intervertir  l'ordre  de  la  différentiation,  les  deux  variables  x  et  a 
étant   indépendantes;  l'égalité   précédente   exprime    simplement 

1  identité 


Ox  dy.         doL  dx 
Revenons  à  l'intégrale 


=x 


P  t/^  ^  Q  df, 


prise  en  faisant  varier  ^  de  a  en  a' ,  y  étant  définie  par  l'équa- 
tion (i),  et  calculons  sa  différentielle  par  rapporta  a,  c'est-à-dire  sa 
variation  81.  Sous  le  signe  d'intégration  P,  Q  et  dy  sont  des  fonc- 
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lions  de  a,  puisque  y  est  fonclion  de  x  et  a.  Appliquons  la  règle 
de  la  difFérentiation  sous  le  signe  somme  :  ce  qui  nous  donne 


Oj 


31  =   r    oP  dx  +  oQ  ^/x  -V  Q  0  dy. 


et,  comme  nous  l'avons  dit, 

0  <iy  ==  d  oy  ;  . 

nous  pouvons  donc  écrire 

Intégrons  par  parties  cette  dernière  intégrale;  nous  aurons 

Or  oy  est  nul  pour  ^  =a  et  pour  œ=  a',  puisque   toutes  les 
courbes  de  la  famille  (i)  passent  en  A  et  en  A'.  Il  reste  donc  pour 

01,  en  remarquant  que  les  termes  en  — ^  disparaissent  a  eux-mêmes, 


et  cette  quantité  doit  être  nulle  puisque  1  ne  doit  pas  dépendre 
de  a. 

Supposons  que,  dans  l'équation  (i),  cp  ne  dépende  que  de^.  On 

aura 

oyz=z{x  —  a)  {x  —  a')  o{x)o%. 

Donc  la  variation  de  ol  est,  dans  ce  cas,  donnée  par  la  formule 

On  intègre  le  long  d'une  courbe  C  de  la  famille  (i);  sur  cette 

courbe  -r r-^  doit  être  nul  identiquement  :  car,  s'il  en  était  au- 

oy         ox  ^  ' 
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trement,  cette  différence  aurait  sur  la  courbe  tantôt  un  signe,  tan- 
tôt un  autre.  Or  cp(^)  est  une  fonction  continue  arbitraire  qui 
])Ourrait  être  prise  de  telle  sorte  que  le  produit 

/dP       àQ\     ^    . 

fût  d'un  signe  invariable,  et  par  conséquent  ol  ne  serait  pas  nulle. 
Nous  aurons  donc  identiquement 

dP  _dq 

ôy        ôx 
sur  toute  courbe  joignant  A  à  A',  et  par  suite  pour  toute  valeur  de 

A.  Nous  avons  supposé,  dans  le  calcul  qui  précède,  que  la  courbe 
était  donnée  par  une  équation  de  la  forme  jk=  t'('^)'  ^^  ^^^  utile 
de  calculer  la  variation  de  l'intégrale  en  supposant  que^  ely  soient 
des  fonctions  de  t^f(t)  et  'f  (^),  définissant  une  courbe  passant  en 
A  et  en  A',  de  telle  sorte  que,  pour  t  =  t^,  on  ait  œ  :=  a,  y  =  b 
et  que,  pour  t  =  tt,  on  ait  ûo  =  a',  y  =  h' . 

Prenons,  en  suivant  la  même  idée  que  plus  haut,  une  famille  de 
courbes 

y.-^it)-^{rx-ao){t-ti){t-to)x(t,a). 

1^'intégrale 

]=z  f    Pdx  +  qdy 

aura  pour  variation 

01=/      oP  dx  -{-  ôQ  dy  -h  P  0  dx  -\-  Q^  dy  ; 

or  ici  Q.  / 

oP  =  -— oxH-  — -  ov,  oQ=  -— 6x-{-  ~  ùy. 

Ox  <Jy  âx  ày    "^ 

On  intègre  par  parties,  comme  précédemment,  les  deux  der- 
niers termes,  ce  qui  donne 

f  'Podx=^  f  'pdox  =  -  f  \lPox, 

^/o  *^/o  *^^° 
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et  une  intégrale  de  même  forme  pour  le  dernier  terme.  Il  vient 
donc  finalement,  en  remplaçant  dP  par 

àP    ,         dV    , 

V-  dx  -h  — -  av. 
ax  ay     ^ 

Un  retrouve  ainsi  la  condition  nécessaire,  tz- =  z^j  pour  que 
celte  intégrale  ne  dépende  pas  de  a.  g 

O.  Nous  allons  établir  maintenant  que  cette  condition  est  suffi- 
sante. Supposons  que  nous  ayons  deux  courbes  passant  en  A.  et  en 
A',  et  soit  la  première  donnée  par 

et  la  seconde  par 

les  points  extrêmes  correspondant,  pour  l'une  et  l'autre,  à  ^  =  Z,,? 

J'envisage  la  famille  de  courbes,  avec  un  paramètre  a,  définie 
par  les  équations 

^  =/(')  ; r  -i-y.C)  ; 7 

i  /   X  a  —  a.i  ,  ,  y-  —  «1 

y  =  o(t) +  oi  (0 ; 

\  -  '         ai  —  a,         '    ^   '  a,—  ai 

ai  et  y.2  sont  deux  constantes  :  pour  a  :=  a,  on  aura  la  première 
courbe,  et  a  =:  a^  donnera  la  seconde.  Or,  en  se  reportant  à  l'ex- 
pression de   ol,    on   voit  que  cette    variation   est   nulle   puisque 

y-=  -r-^-  Donc  I  ne  dépendant  pas  de  a  aiun  la  même  valeur 

pour  la  première  et  la  seconde  courbe  :  c'est  ce  que  nous  vou- 
lions établir. 

Une  remarque  est  nécessaire.  Les  courbes  représentées  par  l'équa- 
tion (2),  quand  on  fera  varier  a  de  a,  à  a2  se  déformeront  d'une 
manière  continue  en  passant  de  la  courbe  (/,  cp)  à  la  courbe  (/*< ,  cp,)  ; 
elles  balayeront  donc  tout  l'espace  compris  entre  ces  deux  courbes. 
Il  faut  donc  que  dans  cet  espace  les  deux  fonctions  Vi^x^y)  et 
Q(^,  j^)  soient  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ^ 
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c'est  bien  ce  qui  arrivera  d'après  nos  hypothèses,  car,  l'aire  consi- 
dérée étant  limitée  par  un  seul  contour,  deux  courbes,  comprises 
dans  cette  aire  et  ayant  les  mêmes  extrémités,  pourront  se  ramener 
l'une  à  l'autre  sans  sortir  de  cette  aire. 

6.  Nous  pouvons  donner  une  autre  forme  aux  résultats  précé- 
dents ;  mais  auparavant  donnons  une  nouvelle  définition.  On  entend 
par  intégrale  le  long  d'un  contour  fermé  une  intégrale  curvi- 
ligne où  le  point  d'arrivée  coïncide  avec  le  point  de  départ.  Si  la 
fonction  à  intégrer  n'est  susceptible  que  d'une  seule  valeur  en  tous 
les  points  du  contour  d'intégration  considéré,  cette  intégrale  aura 
évidemment  la  même  valeur  quel  que  soit  le  point  origine.  De  plus 
cette  intégration  peut  être  effectuée  dans  un  sens  ou  dans  l'autre; 
nous  le  préciserons  de  la  manière  suivante  en  nous  plaçant  au 
point  de  vue  plus  général  d'une  aire  A  limitée  par  une  ou  plu- 
sieurs courbes  fermées  C,  G',  01' .  Ce  sera,  dans  le  cas  de  Va  fi  g.  4, 
l'aire  intérieure  à  G  et  extérieure  aux  courbes  G'  et  G''.  Traçons 


Fii 


autour  d'un  point  P  de  cette  aire  un  élément  de  surface  limité  par 
le  contour  y.  Le  sens  positif  sur  ce  contour  sera  tel  qu'un  mobile 
en  le  décrivant  se  "meuve  dans  le  sens  de  O^  vers  Oy  par  rapport 
au  point  P.  Supposons  maintenant  que  le  point  P  soit  voisin  d'une 
portion  quelconque  du  contour  G,  G',  G'^  et  qu'une  partie  du  péri- 
mètre Y  appartienne  à  ce  contour,  un  sens  déterminé  se  trouvera 
alors  fixé  sur  celui-ci,  et  nous  le  désignerons  encore  sous  le  nom 
de  sens  positif. 
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Gela  posé,  on  peul  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Umtégralej V^dx  +  Q  dy,  effectuée  le  long  de  tout  contour 
fermé  limitant  une  aire  en  chaque  point  de  laquelle  les  fonc- 
tions P  e^  Q  sont  continues  et  satisfont  à  la  relation    ?  =  ^2, 

dy        dx 
est  nulle. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  immédiate:  il  suffit  de  prendre 
deux  points  A  et  B  sur  le  contour  {fig.  5);  l'intégrale  le  long-  de 

Tare  ACB  sera  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  de  l'arc  AG'B 
r    P  dx-i-Qdy  =   f     P  dx-^-q  dy. 

«^ACB  »^ACB 

Donc  on  aura 

fp  dx  +  Qdy  =  o, 

en  prenant  l'intégrale  le  long  de  AGBG'A,  puisque  une  intégrale 


curvihgne  change  de  signe  quand  on  parcourt  en  sens  inverse  l'arc 
d'intégration. 

7.  Il  a  été  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  Faire  où  restait 
le  point  (x,  y)  et  où  les  fonctions  P  et  Q  étaient  continues, 
ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  était  limitée  par  un 
seul  contour.  D'intéressantes  conséquences  résultent  encore  du 
théorème  établi,  dans  le  cas  où  l'aire  est  limitée  par  un  nombre 
quelconque  de  contours.  D'abord  il  est  manifeste  que  l'intégrale 
prise  le  long  d'un  contour  fermé  sera  certainement  nulle  quand  ce 
contour  pourra  être  ramené  à  un  point  par  une  déformation  con- 
tinue sans  traverser  le  contour  de  l'aire.  Si  maintenant  nous  consi- 
dérons une  courbe  fermée  quelconque  tracée  dans  le  contour  (y?^.  6) , 


8o 
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par  exemple  la  courbe  Y  dans  l'aire  A  limitée  par  les  courbes  C, 
G'  et  C",  en  général  l'intégrale  prise  le  long  de  F  ne  sera  pas  nulle  ; 
mais  envisageons  une  seconde  courbe  Y'  qui  puisse  se  ramener  à 
Tpar  une  déformation  continue  sans  traverser  aucune  des  courbes 


Fie.  6. 


C;  les  intégrales  prises  le  long  de  Y  et  de  Y'  dans  le  même  sens, 
le  sens  positif  par  exemple,  seront  égales,  si  on  a  dans  l'aire  A^ 
comme  nous  le  supposons,  la  relation 

(3)  '^  =  '^ 

et  si  les  fonctions  P  et  Q,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre^ 
sont  continues.  Gela  résulte  de  ce  que  la  variation  de  l'intégrale  est 
nulle  quand  on  passe  de  Y'  à  Y  par  une  déformation  continue. 

Dans  certains  cas  la  déformation  pourra  être  faite  de  telle  sorte 
que  le  nouveau  contour  se  compose  de  deux  ou  plusieurs  parties 
distinctes.  Ainsi  {fig.  7)  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  Y 

Fis:.  -7. 


enveloppant  les  deux  courbes  limites  G' et  G''  sera  égale  à  la  somme 
des  intégrales  curvilignes  prises  le  long  des  contours  Y'  et  Y"  qui 
enveloppent  respectivement  G^  et  G". 
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On  peut  en  effet  déformer  T  de  manière  à  le  réduire  an  contour 
Y'  mnT"  nm;  il  fant  ici  considérer  mn  comme  une  ligne  ayant  deux 
bords.  Les  intégrales  prises  le  long-  de  mn  et  de  7im  se  détruisent 
évidemment. 

III.  —  De  l'intégrale  curviligne  considérée  comme  fonction 
de  sa  limite  supérieure. 

8.  Pour  fixer  les  idées,  prenons  un  contour  simple  à  l'intérieur 
duquel  les  fonctions  P  et  Q  et  leurs  dérivées  partielles  sont  conti- 
nues et  satisfont  à  la  condition  (3). 


L'intégrale 

{.r,  y) 


'^{a,  b) 

prise  d'un  point  («,  b)  à  un  point  variable  (^,  j),  ne  dépendant 
pas  du  chemin  suivi,  peut  être  regardée  comme  une  fonction  u  de 
X  et  y.  Cherchons  ses  dérivées  par  rapport  à  ^  et  y.  Laissant 
d'abord  y  constant,  nous  faisons  varier  x  de  A^,  et  nous  aurons 
ainsi 

J^  (.r+Ax,  y) 
V  clx  -hQdy- 
{■r,  y) 

car  on  peut  supposer  qu'on  va  du  point  (a,  ^)  au  point  (^  +  ^^x,y) 
en  suivant  d'abord  le  même  chemin  que  pour  aller  en  {x,y): 
Puis,  pour  aller  du  point  {x,y)  au  point  {x  -h  Ax,  y),  on  peut 
suivre  le  chemin  rectiligne  :  alors  l'intégrale  se  réduit  à 

-A.r 

P(x,y)dx  =  \x.P(x-{-(i  \x,  y),         (o<0<  i). 


,(■ 


Nous  aurons  donc 

^ —  =P(^-i-0A.r,7), 

d'où  se  conclut 

et  par  un  raisonnement  analogue 

Ainsi  la  fonction  u{x^  y)  a  pour  dérivées  partielles  P  et  Q. 
•P.-l.  6 
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Il  est  d'ailleurs  évident  que  si  l'on  a  une  fonction  ii(^x,  y)  ayant 
des  dérivées  partielles  P  et  Q,  on  aura 

^P  _  ^ 

dy        dx 

ce  qui  résulte  des  identités 

dx  dy        dx  dy  dx       dy 

9.  Étant  données  deux  fonctions  P(^,  y)  et  Q(^,  Jk)  satisfai- 
sant à  la  relation  précédente,  on  peut,  d'une  manière  plus  élémen- 
taire, rechercher  la  fonction  u[x^y)  ayant  ces  deux  fonctions  pour 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  De  la  relation 

on  déduit,  en  intégrant  par  rapport  à  ^  et  considérant  y  comme 
un  paramètre  arbitraire, 

u=         P{x,  y)dx  +  o(y), 

cp(j)  étant  une  fonction  arbitraire  dey. 

Peut-on  choisir  o{y)  de  manière  que  -r-  =  Q?  On  doit  avoir 

r'^dV 

ou,  en  remplaçant^  par  -^  ^^  intégrant, 

Q(^,7)  =  Q(^,r)-Q(^o,r)-i-?'(7);    -' 

donc 

et  il  vient  finalement 


u=  /      P{x,y)dx  -h  /      Q(^o,7) 


dy. 
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Remarquons  que  l'intégrale  curviligne 


pouvait  nous  conduire  à  la  même  forme  de  a.  Prenons  en  effet, 
pour  contour  d'intégration,  les  deux  portions  de  droite  obtenues 
en  menant  respectivement  par  (^o^JKo)  et  par  (oo^y)  des  parallèles 
à  Oy  et  0.r  :  l'intégrale  sur  la  parallèle  à  Oy  se  réduira  à 

/     Q{^o,y)dy, 

et  l'intégrale  sur  la  parallèle  à  O^  à 

/    Pi3:,y)dx. 

La  somme  de  ces  deux  intégrales  fournit  bien  la  valeur  trouvée 
plus  haut  pour  u. 

IV.  —  Exemples  d'intégrales  effectuées  le  long  d'un  contour  fermé. 
Racines  communes  à  deux  équations. 

10.  Nous  avons  dit  que  l'intégrale  effectuée  le  long  d'un  contour 
fermé  n'était  pas  nécessairement  nulle;  prenons  par  exemple  l'in- 
tégrale 

I      rxdy — y  dx 

^J       'x^-\-y^ 

La  condition  d'intégrabilité  est  satisfaite.  Cherchons  la  valeur 
de  l'intégrale  prise  le  long  d'un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre, 
et  dans  le  sens  positif  par  exemple. 

Nous  aurons,  R  désignant  le  rayon  du  cercle  et  ô  l'angle  po- 
laire, 

ic  =  RcosO,        ^=:îRsin6; 

et  par  suite 

X  dy  —  y  dx  =  R^  c?ô . 

L'intégrale  se  réduira  donc  à 


^f 

'^J, 


2  71 

C/0  =  I 
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L'intégrale  prise  le  long  de  ce  cercle,  et  plus  généralement  le 
long  de  toute  courbe  fermée  tournant  une  fois  autour  de  l'origine, 
sera  égale  à  un. 

11.  L'intégrale  précédente  pouvait  s'écrire 

—    /  ddiYC  tanff  -  ; 

prenons  maintenant  l'intégrale 

Fo  et  F,  étant  des  polynômes  en  x  et  y,  ou  môme  plus  générale- 
ment des  fonctions  de  ^  et  jk  développables,  dans  le  voisinage  de 
toute  valeur  (^q,  yo)  de  x  ely,  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ôc  —  x^)  et  j— j'o-  Cette  intégrale  peut  s'é- 
crire 

I     rFi  r/F.  "  F2  ^Fi 


-/■' 


iizj  F|-i-F| 

ou  encore 


(4) 


\  =  J-    fp  dx  ^-  q  dy, 


en  désignant  par  P  eL  Q  les  expressions 

^=         Ff  +  F|        '         ^  =  Ff-^l^i    ■     ' 

dP  _  âq 


qui  satisfont  évidemment  à 


ôy  dx 


Considérons  maintenant  un  contour  femié  quelconque  C,  pour 
aucun  point  duquel  les  deux  fonctions  F,  et  Fo  ne  s'annulent  si- 
multanément. L'intégrale  (4),  pi'ise  le  long  de  ce  contour  dans  le 
sens  positif,  a  une  signification  remarquable  que  nous  nous  pro- 
posons d'obtenir.  Tout  d'abord  s'il  n'y  a,  à  l'intérieur  du  con- 
tour, aucune  racine  commune  aux  deux  équations 

Fi(^,  jK)  =  o, 
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l'intégrale  sera  nulle  d'après  le  théorème  fondamental  (§  6).  Mais 
supposons  qu'il  y  ait  une  ou  plusieurs  racines  communes  à  ces 
deux  équations  :  autour  de  chacune  de  ces  racines  nous  pouvons 
décrire  un  contour  et  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  initial 
sera  égale  à  la  somme  des  intégrales  prises  le  long  de  chacun  de 
ces  contours. 

Cherchons  la  valeur  de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  qu'un  dé- 
placement d'axes  permet  de  placer  à  l'origine. 


INous  aurons  dans  le  voisinage  de  x 


o,  y  =  o 


¥^{t,  y)  =  a,x -Y-bif  ^..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  :  nous 
nous  bornons  essentiellement  au  cas  où  a^bo  —  a-^b^  n'est  pas 
nul,  c'est-à-dire  à  celui  où  le  point  (^  =  o,j)^r=o)  est  un  point 
simple  de  rencontre  pour  les  courbes  F<  =  o,  Fo^  o. 

Je  dis  que  l'intégrale  ne  changera  pas  de  valeur  si  nous  rédui- 
sons Fi  et  F2  à  ses  termes  du  premier  degré.  En  effet  concevons 
qu'on  intègre  le  long  d'un  cercle  de  rayon  p  ayant  l'origine  pour 
centre,  nous  aurons  dans  l'intégrale  I  un  terme  indépendant  de  p, 
et  une  partie  devenant  infiniment  petite  avec  p.  Le  terme  indépen- 
dant de  p  n'est  autre  que  l'intégrale  ï,  où  ¥ ^  et  F2  sont  remplacées 

par 

a^^x  ^  biy         et         a^x-^-b-iy; 

la  seconde  partie  doit  disparaîtie,  puisque  l'intégrale  ne  dépend 
pas  de  p,  et  nous  avons 

_   D     r  X  dy  —  y  dx 

~"  'ir.J    Y.a^x  -^  biyy^-T-  {a^x -t~  b^yfl' 

en  posant 

D  =  ai  Z>2  —  a-ib^. 

Pour  effectuer  rapidement  le  calcul  de  cette  intégrale,  prenons 
comme  nouveau  contour  d'intégration  l'ellipse  représentée  par  l'é- 
quation 

{a^x^  biyy-h  {a^x-i-  biyy=^  i, 

supposée  parcourue  dans  le  sens  positif. 
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L'intégrale  se  réduit  alors  à 


1=  -^^J^dy—fdx. 


Mais  si  nous  nous  servons  des  coordonnées  polaires  p  et  9,  de 
telle  sorte  que 

X  ^  p  cosO,        J  =  p  sinO, 


on  aura 


donc 


X  dy  —  y  dx  ^  p2  ^Q  ; 


La  signification  géométrique  de  l'intégrale  essentiellement  po- 
sitive, qui  figure  dans  le  second  membre,  est  facile  à  trouver;  c'est 
le  double  de  l'aire  de  notre  ellipse.  Or  celle-ci  a  pour  aire,  comme 
on  le  trouve  aisément, 

w 


en  désignant  par  |D|  la  valeur  absolue  de  D.  Nous  avons  donc 

1  =  ^, 


et  par  suite  I  =  dz  i ,  suivant  que  D  est  positif  ou  négatif. 

Quant  à  D  ce  n'est  autre  chose  que  la  valeur  du  déterminant 
fonctionnel 

ôx       dy 

c'Fs     ^ 
ôx       dy 

quand  on  substitue  -a  x  ç.\  y  les  coordonnées  du  point  racine  con- 
sidéré. Chaque  racine  pour  laquelle  ce  déterminant  est  positif 
donne  donc  +  i  dans  l'intégrale  et  —  i  si  ce  déterminant  est  né- 
gatif. Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


L  intégrale 


-f 


Fi^Fg  — F^^Fi 
F?-i-FI 


prise  le  long  dUin  contour  fermé  dans  le  sens  positif ,  est  égale 
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à  V excès  du  nombre  des  racines  du  système  d^ équations 

pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel- — ^  — ^ ■ — ?  est 

Ox     ôy  Oy    ôx 

positif,  sur  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  ce  détermi- 
nant est  négatif. 

On  voit  l'importance  du  signe  du  déterminant  fonctionnel  :  on 
ne  connaît  pas,  du  moins  en  général,  de  formule  donnant  pour  les 
deux  équations  précédentes  le  nombre  des  racines  contenues  dans 
un  contour;  mais  si,  quels  que  soient  x  et  y,  le  déterminant  fonc- 
tionnel a  un  signe  invariable,  l'énoncé  précédent  permettra  de 
trouver  le  nombre  des  racines.  Prenons,  en  particulier,  un  poly- 
nôme/(^)  à  coefficients  quelconques;  si  on  pose  z  =  x  -i-  iy^  on 
aura 

f{z)  =  Y,{x,y)-^i¥,{x,y), 

F,  et  F2  étant  deux  polynômes  en  x  ely.  Or  en  différentiant,  par 
rapport  à  ^  et  àj>^,  l'identité  précédente,  on  trouve 


et  par  suite 


f(x-^iy)  = 

dFy        .dF. 

-  — h  i  - —  j 

dx           dx 

ifi^-^iy)^ 

dFi        JF^ 

dy            dy 

dx          ùy 

dFi            dFi 
dy              dx 

fonctionnel  de 

Fi  et  Fo  se i 

m- 

/dF.y 

et  est  positif;  par  suite  l'intégrale  I  donnera  le  nombre  des  racines 
contenues  dans  un  contour  fermé.  Nous  retombons  ainsi  sur  un 
important  théorème  dû  à  Cauchy,  que  nous  aurons  à  étudier 
d'une  manière  plus  complète  dans  la  théorie  des  fonctions. 
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CHAPITRE  ]Y. 

DES  INTÉGRALES  DOUBLES. 


I.  —  Définition  des  intégrales  doubles. 

1.  Nous  allons  donner  à  la  notion  d'intégrale  une  nouvelle  ex- 
tension qui,  en  partant  toujours  de  la  même  idée  fondamentale, 
nous  conduira  à  la  notion  de  V intégrale  double.  Soit  f{x^y) 
une  fonction  de  deux  variables  x  et  j^;  faisons  varier  x  entre  Xq 
et  X,  etjK  entre  jKo  et  Y.  On  supposera  que/(^, y)  reste  continue 
pour  toutes  ces  valeurs  de  x  et  y.  Pour  passer  d'une  sommation 
simple  à  une  sommation  double,  il  est  naturel  de  partager  les 
intervalles  [xq^H.)  et  (^'o.  Y)  comme  nous  l'avons  déjà  fait;  on 
aura  ainsi  les  suites 

•2^05       ^\i       ^2?        •  •  •  ■)       ^//-]  ^5 

JKo,     JKi,     y-i,      ...,    ry^^iY, 
et  on  considérera  la  somme  double 

i=^n  —  \kz=p  —  \ 
/  =  0  A-  =  0 

en  l'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k  respeôtivemenl  de 
o  k  n  —  I  et  de  o  à  y;  —  i.  Nous  allons  démontrer  que,  Xq  et  X 
ainsi  quej^o  et  Y  restant  fixes,  si  tous  les  intervalles  Xi^i  —  Xi 
et  y/^_j.,  — yif  tendent  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque  à 
mesure  que  leur  nombre  augmente  indéfiniment ,  V expression 
précédente  a  une  limite  déterminée . 

Une  représentation  géométrique  facilitera  le  langage  (^fig.  8)  : 
prenant  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  nous  menons  les 


INTÉGRALES    DOUBLES.  89 

droites  x  =  ^o?  ^  =  X  et  j/=^jKoj  y  =  Y  qui  forment  un  rectangle 
MNPQ  (on  suppose  ^o<^  et  j^o<  Y).  Ce  rectangle  sera  divisé 
par  les  droites  correspondant  aux  subdivisions  ^,,  x.^.  .  .  .,  Xnst 

Fis.  8. 
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^^  y^i  J'25  •  •  ■;  y^f-i  e^  ^^^  réseau  de  rectangles  plus  petits.  Soit 
le  point  a  de  coordonnées  {^x^,  JKa);  j'appellerai  rectangle  cor- 
respondant à  ce  point,  le  rectangle  ayant  ce  sommet  et  ayant  pour 
côtés  Xij^^  —  Xi  et  j'/f^i  — yh'  Pour  former  la  somme  S,  on  envi- 
sage donc  tous  les  points  {xi^  y  h)-,  on  prend  la  valeur  de  la  fonction 
en  ce  point,  on  la  multiplie  par  l'aire  du  rectangle  correspondant, 
et  on  fait  la  sommation. 


2.  Pour  démontrer  le  théorème  annoncé,  nous  devons  établir 
un  lemme  analogue  à  celui  qui  nous  a  servi  dans  la  théorie  de  l'in- 
tégrale simple.  Rappelons  d'abord  la  définition  de  la  continuité 
d'une  fonction /(.r,j^)  de  deux,  variables.  Une  telle  fonction  est 
continue  dans  le  voisinage  d'un  point  (a,  6),  si,  étant  donné  un 
nombre  positif  s  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  déterminer  une 
quantité  positive  ô,  telle  qu'on  ait 

pour  tout  point  [x' ^y')  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  inéga- 
lités 

I  x'—x  I  <o,      \y—y  I  <ô. 

Ceci  posé,  dans  l'hypothèse  où  la  fonction/(.r,jK)  est  continue 
dans  le  rectangle  indiqué,  on  pourra  énoncer  le  lemme  suivant  : 
Etant  donné  un  nombre  e  aussi  petit  qu^on  voudra,  on  peut 
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trouver  une  quantité  ô  telle  qu'à  V intérieur  de  tout  rectangle, 
de  côtés  parallèles  aux  axes,  compris  dans  le  rectangle  MNPQ 
et  ayant  ses  côtés  moindres  que  û,  V oscillation  de  la  fonction 
f{oc^y)  soit  moindre  que  t. 

Nous  entendons  encore  par  oscillation  de  la  fonction  dans  nne 
aire  la  différence  entre  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction 
dans  cette  aire.  Ce  lemme  est  une  conséquence  immédiate  de  la 
continuité  de  la  fonction  f{x^y)  à  l'intérieur  du  rectangle;  on  le 
démontrera  en  raisonnant  comme  au  §  2,  Cliap,  I.  Partageons 
MN  et  MQ  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  puis  de  la 
même  manière  chacune  de  ces  parties  et  ainsi  de  suite.  On  décom- 
posera ainsi  le  rectangle  MNPQ  en  un  réseau  de  rectangles  égaux 
de  plus  en  plus  petits;  il  arrivera  un  moment  où  l'oscillation  de  la 

fonction  dans  chacun  de  ces  rectans^les  sera  inférieure  à  -•  Si,  en 

effet,  il  en  était  autrement,  on  aurait  nécessairement  un  premier 

rectangle  dans  lequel  l'oscillation  serait  supérieure  à  -,  puis  dans 

celui-ci  un  second,  et  ainsi  de  suite.  Ces  rectangles  sont  compris 
les  uns  dans  les  autres  et  leurs  dimensions  tendent  vers  zéro;  ils 
ont  donc  nécessairement  un  point  pour  limite.  A  l'intérieur  d'un 
rectangle  de  dimensions  aussi  petites  qu'on  voudra  autour  de  ce 

point  limite,  l'oscillation  de  la  fonction  serait  supérieure  à  -?  ce  qui 

est  en  contradiction  avec  l'hypothèse  de  la  continuité  de  la  fonc- 
tion. Raisonnant  alors  comme  dans  le  cas  d'une  fonction  d'une 
variable,  on  voit  qu'il  suffît  de  prendre  pour  o  la  plus  petite  des 
dimensions  des  rectangles,  quand  l'oscillation  dans  tous  ces  rec- 
tangles est  devenue  inférieure  à  -• 


3.  Nous  pouvons  aborder  la  démonstration  de  l'existence  de  la 
limite.  Prenons  d'abord  une  loi  particulière  de  subdivision,  pour 
laquelle  on  passera  d'un  mode  de  subdivision  au  suivant  en  con- 
servant toujours  les  lignes  de  subdivision  précédentes.  Dans  ces 
conditions,  désignons  par  M/^^  le  maximum  de  la  fonction  /  dans 
le  rectangle  correspondant  au  point  (^i,y/<),  et  formons  la  somme 
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Cette  somme  aura  certainement  une  limite  quand  les  rectangles 
tendront  vers  zéro  en  suivant  la  loi  indiquée.  En  effet,  elle  ne  peut 
que  diminuer  quand  on  passe  d'un  mode  de  subdivision  au  sui- 
vant, et,  d'autre  part,  elle  reste  supérieure  à 

m(X  —  Xq)(Y  ~yo), 

en  désignant  par  m  le  minimum  de  f{oo^y)  dans  le  rectangle 
MNPQ.  Soit  donc  M-  la  limite  de  l'expression  (2).  Revenons  à  la 
somme  S  :  elle  aura  dans  les  mêmes  conditions  la  même  limite.  En 
effet,  on  peut  prendre  un  mode  de  subdivision  assez  loin  dans  la 
suite,  pour  que,  dans  tout  rectangle  (î,  k)^  on  ait 

il  suffira  que  les  côtés  de  tous  les  rectangles  soient  inférieurs  à  8 
(d'après  le  lemme).  Les  sommes  (i)  et  (2)  différeront  alors  de 
moins  de 

^-^^^{^1+'^  —  ^i){yk-^i  —  y/c)    ou    £(X— ^o)(Y— jKo); 

et,  comme  s  est  aussi  petit  que  Ton  veut,  il  en  résulte  que  S  a  ijl 
pour  limite. 

4.  Il  nous  faut  maintenant  démontrer  qu'il  y  aura  toujours  une 
limite  égale  à  tj.,  quelle  que  soit  la  loi  de  subdivision  adoptée. 
Nous  allons  comparer,  à  cet  effet,  la  somme  S  correspondant  à  un 
mode  de  subdivision  (^,  y)  pris  dans  la  loi  précédemment  étu- 
diée, avec  la  somme  S'  correspondant  à  un  mode  quelconque  de 
subdivision  que  nous  désignerons  par  (^,  t).  Nous  donnant  à 
l'avance  un  nombre  e  aussi  petit  qu'on  voudra,  prenons  un  mode 
de  subdivision  [x^  y)  assez  loin  dans  la  série  pour  que  chacun 
des  intervalles  Xi^{  —  xi  etyh^^ — y  h  soit  moindre  que  ô;  suppo- 
sons d'autre  part  les  intervalles  (^,  t)  assez  petits  pour  qu'entre 
deux  X  et  entre  deuxjr  consécutifs  il  y  ait  au  moins  un  z  et  un  t. 
Au  rectangle  (/,  k)  correspond  dans  la  somme  S  le  terme 

/(^o  yk){0Ci^i—  Xi){yk^i~yk). 

Ecrivons,  d'autre  part,  la  somme  S'  en  décomposant  chaque 
rectangle  (^,  t)  empiétant  sur  plusieurs  rectangles  (.r,  j^),  en  une 
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somme  de  rectangles  conlenus  chacun  tout  entier  dans  un  seul 
de  ces  rectangles.  Nous  pouvons  alors  comparer  la  part  de  la 
somme  S'  provenant  du  rectangle  (i,  A"),  à  la  part  de  la  somme  S 
provenant  du  même  rectangle.  Gomme  la  valeur  de  la  fonction  / 
à  associer  à  chacun  des  rectangles  partiels  formant  le  rectangle 
(/,  k)  est  la  valeur  de  cette  fonction  pour  un  point  situé  dans  un 
rectangle  (^,y)  limitrophe  du  point  (i,  k),  il  s'ensuit  que  cette 
valeur  différera  de  f(xi,  y^)  de  moins  de  s;  par  suite,  la  différence 
des  deux  parts  considérées  de  S  et  S'  sera  moindre  que  s  multi- 
pliée par  la  somme  des  aires  des  rectangles  partiels,  c'est-à-dire 

E  (  Ti^  l  —  Xi){  J/,+1  -  -  y/,  )  • 

Nous  en  concluons  que 

I  S'-S  I  <£(X-^o)(Y-Jo). 

Or  S  a  [Ji  pour  limite;  il  résulte  de  l'inégalité  précédente  que  S' 
aura  la  même  limite,  comme  nous  voulions  l'établir.  On  représente 
cette  limite  par  le  symbole 


j  j  f{-^^y)dxdy: 


il  rappelle  que  cette  limite  est  la  somme  àesélémenls  f{x^ y) dxdy^ 
où  les  deux  accroissements  dx  et  dy  sont  positifs,  et  on  dit  que 
cette  intégrale  double  est  étendue  à  l'aire  du  rectangle  MNPQ. 

5.  Le  calcul  de  cette  intégrale  peut  être  fait  en  efïectuant  suc- 
cessivement la  recherche  de  deux  iatégrales  définies.  En  effet, 
écrivons  la  somme 

22  /(  -^^  '  J"^-  )  (  ^i+ 1  —  ^/  )  (  yk+1 — yk  ) 

sous  la  forme 

k  i 

et  faisons  tendre  tous  les  intervalles  (^/+i  —  xi)  vers  zéro  en  lais- 
sant d'abord  les  y  constants.  La  somme  dans  la  parenthèse 
deviendra 


/   f^^^yk) 


dx. 
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et,  en  subsliuiant  et  faisant  tendre  les  intervalles  (y/t+\  — J^a)  vers 
zéro,  nous  aurons  enfin 


/    ^^7  /  fi^^y) 


dx. 


En  effectuant  la  première  intégration  /    /(^,  y)  dœ,  on  regarde 

y  comme  un  simple  paramètre  :  le  résultat  est  une  fonction  de  y, 
qui,  multipliée  par  dy^  est  intégrée  entre jKo  et  Y.  On  aurait  pu  faire 
les  intégrations  dans  l'ordre  inverse,  et  le  résultat  eût  été 

(jui  doit  avoir  la  même  valeur,  puisque  la  loi  suivant  laquelle  les 
intervalles  tendent  vers  zéro  est  indifférente.  On  n'oubliera  pas  que 
les  quatre  lettres  Xq,  X,  yo,  Y  représentent  ici  des  constantes. 

6.  Telle  est  la  première  généralisation  de  l'intégrale  définie  qui 
s'offrait  immédiatement;  la  forme  géométrique  que  l'on  donne  à 
cette  notion,  en  parlant  d'intégrale  double  étendue  à  l'aire  d'un 
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rectangle,  inspire  une  généralisation  plus  étendue.  Prenons  en 
effet,  au  lieu  de  l'aire  d'un  rectangle,  une  aire  plane  quelconque 
limitée  par  une  courbe  G  {Jig-  9),  et  traçons  dans  le  plan  une  suc- 
cession de  parallèles  à  O^  et  à  Oy.  Nous  rangeons  encore,  par 
ordre  croissant  de  grandeurs,  la  succession  des  abscisses  des  pa- 


94  INTÉGRALES    SIMPLES    ET    MULTIPLES. 

rallèles  à  Oj,  et  des  ordonnées  des  parallèles  à  O^.  Nous  aurons 
ainsi  un  réseau  de  rectangles  :  le  rectangle  (i,  A)  sera,  comme 
plus  haut,  celui  qui  correspond  au  point  (xi,  jka)  et  qui  aura  pour 
côtés  œi^i  —  Xi  ety>t+i  — y/c  Formons  la  somme 

(3)  ^^/(^/,7/,)(^/+i-^^)(7^-+i— ja-), 

en  l'étendant  à  tous  les  points  {^i,  yh)  contenus  à  l'intérieur  ou 
sur  le  périmètre  de  l'aire.  Certains  de  ces  rectangles,  tels  qiiemjipq, 
pourront  sortir  en  partie  de  l'aire  limitée  par  C  ;  ces  rectangles 
irréguliers  figureront  néanmoins  dans  notre  somme.  Nous  allons 
montrer  que  la  somme  précédente  tend  vers  une  limite  quand  tous 
les  rectangles  tendent  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque. 

Prenons  encore,  pour  commencer,  une  loi  particulière  de  sub- 
division, pour  laquelle  on  passera  d'un  mode  de  subdivision  au 
suivant  en  conservant  toujours  les  lignes  de  subdivision  précé- 
dentes. Nous  désignons  par  M/^^  le  maximum  de  la  fonction /dans 
le  rectangle  (?,  A"),  et  nous  envisageons  la  somme 

(  4 )  22  ^^' ' '^' ^ ^'^^  —  ^iK 7/^-+i  —7/c)' 

On  voit  immédiatement,  comme  plus  haut,  que  cette  somme  a 
une  limite  quand  les  rectangles  tendent  vers  zéro  suivant  la  loi 
indiquée.  Elle  ne  peut  en  effet  que  diminuer  quand  on  passe  d'un 
mode  de  subdivision  au  suivant,  et  même  pour  les  rectangles  irré- 
guliers la  diminution  de  la  somme  pourra  provenir  de  ce  que  l'aire 
à  envisager  se  trouve  réduite.  D'autre  part  toutes  ces  sommes  sont 
supérieures  à 

en  désignant  par  m  le  minimum  de/(.r,  y)  dans  l'intérieur  d'une 
courbe  fixe  extérieure  à  G  et  s'en  rapprochant  d'ailleurs  autant 
qu'on  veut.  Or,  si  m  est  positif,  la  somme  (4)  sera  positive.  D'autre 
part,  si  m  est  négatif,  cette  somme  sera  supérieure  à  mR,  en  dési- 
gnant par  R  l'aire  d'un  rectangle  quelconque  comprenant  à  son  in- 
térieur la  surface  entière  limitée  par  G.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la 
somme  (4)  décroissant  toujours  et  supérieure  à  une  quantité  fixe 
aura  bien  une  limite  jjl.  Il  en  sera  de  même  de  la  somme  (3), 
comme  le  montre  le  raisonnement  fait  à  la  fin  du  §  3. 
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7.  Nous  achèverons  cette  étude  en  montrant  qu'il  y  aura  tou- 
jours une  limite  égale  à  [ji,  quelle  que  soit  la  loi  de  subdivision 
adoptée.  Une  petite  difficulté  se  présente  seulement  pour  les  rec- 
tangles irréguliers  que  nous  n'avions  pas  à  considérer  au  §  4. 
Raisonnant  de  la  même  manière  et  employant  les  mêmes  notations, 
nous  voulons  trouver  une  limite  supérieure  de  |  S' — S  \  .  Or, 
les  rectangles  réguliers  donnent  pour  cette  différence  une  part 
égale  au  plus  à 

la  sommation  ne  comprenant  ici  que  les  rectangles  réguliers.  Cette 
expression  est  moindre  évidemment  que  sR  (§6).  Désignons  par 
M  le  maximum  de/*;  les  rectangles  irréguliers  donnent  dans  S  et 
dans  S'  une  part  inférieure  au  produit  de  M  par  la  somme  des 
aires  des  rectangles  irréguliers  :  désignons  cette  dernière  par  s, 
nous  aurons 

I    S'— S    I    <£R  +  2M.S-. 

Si  donc  nous  démontrons  que  la  somme  s  des  aires  des  rec- 
tangles irréguliers  tend  vers  zéro  quand  tous  les  rectangles  ten- 
dent vers  zéro,  notre  démonstration  sera  achevée,  puisque 
l'inégalité  précédente  nous  montre  que  S' —  S  aura  zéro  pour  li- 
mite. 

Pour  établir  que  s  tend  vers  zéro,  considérons  deux  parallèles 

Fig.  10. 
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consécutives  à  l'axe  des  jk,  et  soit  ab  un  des  arcs  qu'elles  décou- 
pent sur  la  courbe  G  {fig.  lo).  Plusieurs  rectangles  irréguliers 
pourront  être  traversés  par  l'arc  ab  :  i\  j  en  aura  trois  dans  le  cas 
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de  la  figure.  La  somme  des  aires  de  ces  rectangles  sera  égale  à  leur 
hauteur  commune  A,  distance  des  deux  parallèles,  multipliée  par 
la  somme  inn  de  leurs  bases.  Nous  supposons  d'ailleurs  les  côtés 
de  tous  les  rectangles  moindres  que  S;  donc  mn  sera  moindre 
que  20  augmenté  de  la  projection  de  la  corde  ab  sur  Oy^  et  cela 
(juel  que  soit  le  nombre  des  rectangles.  Nous  pouvons  alors  dire 
que  la  somme  des  rectangles  envisagés  est  moindre  que 

h\io  -V  ab )'^ 
et,  par  suite, 

A-  <  '2  0  \  A  H-  \  A  ab 

ou,  puisque  /i<^o, 

5  <  •>.  0  \  /i  -h  0  ^  ab. 

Or  "V  h  est  finie;  car,  en  désignant  par  ).  le  nombre  de  fois  maxi- 
mum qu'une  parallèle  à  l'axe  Oy  rencontre  la  courbe  C,  et  par  / 
la  distance  des  parallèles  extrêmes  à  Oy  rencontrant  la  même 
courbe,  on  a 

D'autre  part,  la  somme  des  cordes  ab  est  finie;  en  effet,  la  somme 
de  leurs  projections  sur  Ox  est  moindre  que  /X,  et  la  somme  de 
leurs  projections  sur  Oy  est  moindre  que  l'V,  en  désignant  par  V 
le  nombre  de  fois  maximum  qu'une  parallèle  à  O^  rencontre  la 
courbe  C,  et  par  /'  la  distance  des  parallèles  extrêmes  à  O^  ren- 
contrant cette  courbe.  Tl  en  résulte 

V  «6  <  Il  +  rv. 

s,  étant  le  produit  de  8  par  un  facteur  qui  reste  fiili,  tend  donc 
vers  zéro  quand   tous  les  rectangles  tendent  vers  zéro. 

On  pourra  établir  d'une  manière  plus  rapide  que  s  tend  vers 
zéro  si  l'on  suppose  que  l'on  puisse  construire  deux  lignes  poly- 
gonales fermées,  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure  à  la  courbe,  et 
telles  que  l'aire  comprise  entre  ces  deux  lignes  soit  inférieure  à  un 
nombre  t  donné  à  l'avance  aussi  petit  que  l'on  voudra.  Tous  les 
rectangles  formante,  si  les  subdivisions  sont  poussées  suffisamment 
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loiij,  étant  compris  dans  cette  aire,  la  somme  s  tendra  vers  zéro. 
Gomme  on  s'en  rend  compte  aisément,  on  pourra  obtenir  des  lignes 
polygonales  remplissant  les  conditions  énoncées  plus  haut  dans  le 
cas  où  le  contour  est  rencontré  par  toute  droite  en  un  nombre  li- 
mité de  points  ;  cette  dernière  condition  n'est  d'ailleurs  pas  né- 
cessaire. 

L'existence  de  la  somme  (3)  est  donc  complètement  démontrée. 
J'ajoute  qu'au  lieu  de  la  somme  (3)  on  peut  considérer  d'une 
manière  plus  générale  la  somme 


^^f(^'i^y/'-)i^i^i  —  ^i)(r/c^i 


■7/c), 


où  x'.  et  jT/^  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  situé 
dans  le  rectangle  (i,  k);  la  limite  est  la  même.  En  effet,  /(^•,jk;.) 
diffère  dG/{œi,yk)  de  moins  £,  si  les  dimensions  des  rectangles 
sont  moindres  que  8  ;  les  deux  sommes  différant  de  moins  de 


^1:1:  (.- 


^i){rk+i—rk) 


auront  la  même  limite. 


Le  calcul  de  cette  intégrale  pourra  s'effectuer  comme    il  suit. 
Supposons,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire  par  un  partage  d'une 


Fis. 


aire  en  plusieurs  autres,  que  la  courbe  G  soit  seulement  rencon- 
trée en  deux  points  par  une  parallèle  à  Oy  {fig.  1  i).  Effectuant 
d'abord  la  sommation  en  laissant  x  constant,  nous  avons,  pour 
chaque  accroissement  dx, 


dxj     f{x,y)dj, 


98  INTÉGRALES    SIMPLES    ET    MULTIPLES. 

en  désignant  par  j-,  et  y.2  {j'i  "^y-i)  ies  ordonnées  des  points  de 
rencontre  avec  G  d'une  parallèle  à  Oy  d'abscisse  x.  Sommant  en- 
siiile  par  rapport  à  x,  nous  aurons 


dx  l     f{oc,y)dy, 


a  et  A  étant  deux  constantes  qui  représentent  les  abscisses  des  pa- 
rallèles extrêmes  à  OjKj  rencontrant  la  courbe.  On  remarquera 
que  les  limites  jki  etyo  de  la  première  intégrale  sont  au  contraire, 
en  général,  des  fonctions  de  x.  On  aurait  pu  effectuer  ces  somma- 
tions dans  un  autre  ordre,  mais  les  limites  eussent  été  tout  autres, 
ce  qui  eut  donné  pour  expression  de  l'intégrale 


'      dy  /      f{x,y)dx, 


Xi  et  X2  désignant  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  C 
d'une  parallèle  à  Ox{x^  <  ^2)7  ^  et  B  désignant  les  ordonnées  ex- 
trêmes. 

Arrêtons-nous  sur  le  cas  simple  où  f{x^y)  =  1  ;  on  a  alors  l'in- 
tégrale double 

i    l  dx  dy\ 

sa  valeur  sera  donnée  par 

f      dx  dy=  (y^—yi)dx. 

On  reconnaît  là  l'expression  de  l'aire,  donnée  par  une  intégrale 
simple.  L'aire  limitée  par  une  courbe  C  peut  donc  être  considérée 
comme  la  limite  de  la  somme  des  aires  des  rectangles  élémen- 
taires dxdy. 

II.  —  Changement  de  variables  dans  les  intégrales  doubles. 

8.  Soit  à  effectuer  sur  ^  et  y  le  changement  de  variables 

^=/(«,  P), 
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Nous  supposons  que  cette  transformation  établisse  une  corres- 
pondance uniforme  entre  les  points  d'une  aire  A  située  dans  le 
plan  {x,  y),  et  une  aire  A'  située  dans  le  plan  (a,  [3);  on  entend 
par  là  qu'à  un  point  de  A  correspond  un  seul  point  de  A',  et  inver- 
sement. Il  est  nécessaire  pour  cela  que  le  déterminant  fonctionnel 

ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  de  A^  Nous  supposerons  donc  que  D 
garde  un  signe  invariable  sans  s'annuler. 
Soit  maintenant  l'intégrale 

J  j^{oo,y)dxdy, 

étendue  à  Faire  A.  Une  question  importante  se  présente  :  Par 
quelle  intégrale  étendue  à  l'aire  A'  pouvons-nous  remplacer 
cette  inté grale? 

Sans  nous  préoccuper  des  limites,  l'intégrale  double  revient, 
comme  nous  l'avons  dit,  à  la  superposition  de  deux  intégrales 
simples 

j  dyj¥{x,y)dx. 

Au  lieu  de  ^et  j-,  prenons  a  et  j/ comme  variables.  La  première 
intégration 

JF{x,y)dx 

suppose  jK  constant.  Si  l'on  prend  a  pour  nouvelle  variable  au  lieu 
de  x^  on  sait  que,  pour  avoir  le  nouvel  élément  de  Fintégrale,  il 
suffit  de  remplacer  dx  par  la  différentielle  de  x  en  fonction  de  la 
nouvelle  variable  a.  Or  on  a 

et  p  est  lié  par  a  par  la  relation 

ou  y  est  à  considérer  comme  une  constante.  Nous  aurons  donc 
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avec 


ce  qui  donne 

dx  —  D- 


i'intégrale  double  devient  alors 

F(x,y)B 


dp 


dy  doc  —     i  don 


J  ^? 


Laissons  maintenant  a  constant  et  prenons  j3  comme  variable 
indépendante  au  lieu  de  y  ;  nous  aurons 

et  par  suite  notre  intégrale  se  réduit  à 

F(/,  cp)D^a<^(3. 


//■ 


Signalons  tout  d'abord  une  difficulté  qui  résulte  du  dénomina- 
teur-r^  introduit  dans  les  calculs.  Or  ce  dénominateur  disparaît 
dans  le  résultat  final;  il  j  a  donc  lieu  de  penser  que  la  difficulté 
n  est  qu  apparente.  Il  en  est  bien  ainsi,  car,  -*-  et  -^  ne  pouvant 

s'annuler  à  la  fois,  nous  pouvons  décomposer  notre  aire  en  aires 
partielles  où  l'une  au  moins  de  ces  dérivées  sera  différente  de  zéro. 

Si  -tI  s'annule  dans  une  de  ces  aires,  on  diricrera  le  calcul  en  intro- 

duisant  d'abord  p  au  lieu  de  a,  ce  qui  amènera  le  dénominateur 

—^,  et  la  difficulté  disparaît. 

c'a  ^ 

Les  calculs  précédents  ont  été  faits  sans  se  préoccuper  des  si- 
gnes des  différentielles.  Or,  dans  une  intégrale  double  telle  que 

(5)  Jj¥{x,y)dxdy, 

étendue  à  une  certaine  aire,  dx  et  dy  sont  essentiellement  posi- 
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Atifs.  Pour  voir  nettement  comment  on  devra  prendre  l'intégrale 
transformée,  supposons  F  r:=  i  ;  nous  avons  d'une  part 


et  de  l'autre 


j  j  dx  dy, 

r  fDdccd^. 


On  a  donc  remplacé  l'élément  dx  dy  par  D  t/ac/jS.  Si  l'on  veut 
que  dy.  et  d^  soient  aussi  à  considérer  comme  positifs,  il  faudra 
mettre  devant  D  dy.d'^j  le  signe  de  D. 

Posons  £  =  ziz  I ,  suivant  que  D,  qui  a  un  signe  constant,  est  po- 
sitif ou  négatif  5  on  substituera  à  <^^  <^  l'élément  sD  <ia<ij3,  et  dans 
ces  conditions  V intégrale  (5)  étendue  à  Taire  A.  sera  remplacée 
par  U intégrale 


Il' 


étendue  à  Taire  k'  dans  le  plan  (a,  p). 

9.  Le  théorème  précédent  nous  permet  d'élargir  notre  notion 
de  l'intégrale  double;  jusqu'ici,  pour  l'obtenir,  nous  avons  partagé 
le  plan  en  deux  réseaux  de  droites  perpendiculaires,  et  nous  avons 
considéré  les  rectangles  formés  par  deux  droites  du  premier  ré- 
seau et  deux  droites  du  second.  Prenons  d'une  manière  plus  géné- 
rale deux  réseaux  de  courbes  a  et  (3  {fig.  12),  tels  que,  par  chaque 

iMg.    ]2. 


point  à  l'intérieur  d'une  courbe  G,  passent  une  courbe  et  une  seule 
dîi  premier  réseau  ainsi  qu'une  courbe  et  une  seule  du  second. 
Désignons  par  co  l'aire  d'un  quelconque  des  quadrilatères  curvi- 
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lignes,  tels  que  mnpcj^  obtenus  en  traçant  un  certain  nombre  de 
courbes  de  Tun  et  l'autre  réseau.  Soit  {x,y)  un  point  à  l'intérieur 
du  (juadrilatère  mnpq^  et  formons  la  somme 


S  = 


2^F(^,j^)co. 


Celte  somme  double  aura  encore  une  limite  quand  tous  les  qua- 
drilatères curvilignes  tendront  vers  zéro,  leur  nombre  augmentant 
indéfiniment,  et  cette  limite  sera  toujours  la  même  intégrale  double. 
Pour  le  montrer,  évabions  Taire 

(6)  jy./:r^j^, 

comprise  entre  deux  courbes  a  et  deux  courbes  p.  Désignons  par 

y  =  ?(a,  (B)  . 

les  équations  définissant  les  deux  familles  de  courbes.  Quand,  a 
restant  constant,  on  fait  varier  (^,  on  a  ce  que  nous  avons  appelé 
une  courbe  a,  et  de  même  les  courbes  ^  correspondent  à  une  va- 
leur fixe  àe\.  Si  nous  substituons  les  variables  a  et  [B  aux  va- 
riables X  et  y,  l'intégrale  (6)  deviendra 


II 


D  da  d^  : 


donc  Télément  de  surface  w  compris  entre  les  courbes  (x^  ol-{-  doL 
et  les  courbes  p,  p  +  (i^  est  égal  à  eDdad^^  et  la  limite  de  la 
somme  S  n'est  autre  chose  que 


jï' 


F(x,jK)£D^qc^P, 
c'est-à-dire 

F(x,  y)dxdy, 


//' 


cette  dernière  intégrale  étant  étendue  à  l'aire  limitée  par  G. 

10.   Gomme  exemple  de  changement  de  variables,  substituons 
aux  coordonnées  rectangulaires  des  coordonnées  polaires.  Les  for- 
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mules  de  siibstitutioD  sont 

a?  =  p  cosO,         y  ~  p  sin  0, 

Les  courbes  p  =  const.  sont  des  cercles  et  Jes  courbes  9  --  consl. 
des  droites  issues  de  l'origine.  Calculons  le  nouvel  élément 
sD  dp  d^  qui  devra  remplacer  dx  dy.  On  aura  ici  D  r=r  p,  £  =  t  ,  et 
par  suite 

/    /  dx  dy  —  f   f  pdp  dO. 

Supposons  qu'étant  donnée  une  courbe  G  on  ait  à  calculer 
l'aire  d'un  secteur  compris  entre  le  rajon  fixe  OAq,  le  rayon  va- 
riable OA  et  la  courbe.  On  étendra  l'intégrale  /  /  p  dp  d^  à  l'aire 
de  ce  secteur;  l'aire  cherchée  sera  donc 

/  fp  dp  dO=  f    di)  f    p  dp  =  f  -  d^. 

d  J  J%        Jq  Jô„    ^ 

Appliquons,  avec  Poisson,  la  même  transformation  à  l'intégrale 
double 


/   /  e--^'--y-  dx  dy  ~l  j  e-P'p  dp 


dO. 


Étendons  d'abord  cette  intégrale  au  carré  de  centre  O  dont  les 
côtés  sont  parallèles  à  O^'  et  Or  et  égaux  à  2a.  Nous  aurons 
ainsi  l'intégrale 


/       e-^' 


dx 


Si  Ton  étend  cette  intégrale  au  cercle  de  rayon  R  a_)ant  pour 
centre  l'origine,  elle  sera  égale,  en  se  servant  des  coordonnées  po- 
laires, à 

dp  e-PydO  =  7zii  —  e-^'). 

^0  do 

Or  l'aire  du  carré  considéré  est  comprise  entre  l'aire  du  cercle 
de  rayon  a  et  celui  de  rayon  a  y/2  ;  par  suite. 


{£}""'"') 


7:(i  — e-2«-)>        /         e-^'- dx  \    >7:([— e-"' 
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Si  donc  nous  faisons  croître  a  indéfiniinenl,  il  viendra 

m*  —  Applications.  —  Volumes  et  surfaces. 

11.  Gomme  exemple  de  transformation  d'intégrale  double,  et 
pour  trouver  en  même  temps  une  formule  importante,  j'envisaoe 
I  iQtegrale 

étendue  à  l'aire  limitée  par  une  courbe  fermée  C.  Prenons  d'abord 
la  première  intégrale 

nous  pouvons  effectuer  une  première  intégration  et  l'écrire 

si  nous  supposons,  uniquement  pour  simplifier,  qu'une  parallcMe 
à  l'axe  desjr,  répondant  à  l'abscisse  x,  rencontre  la  courbe  seu- 
lement en  deux  points  de  coordonnées 7^  ety^  (r,  <72),  et  si  a 
et  A  (a<A)  désignent  les  abscisses  extrêmes  des  ordonnées 
rencontrant  la  courbe.  Or,  si  nous  considérons  l'intégrale  curvi- 
ligne 

/  P  dcr, 
prise  dans  le  sens  positif,  on  aura 

fpdx^    f    [P(yt,x)-P{y,,a;)\dcr. 
Nous  avons  donc 

Un  calcul  analogue  montre  que 

fff^d.ciy=.fqdr; 
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d'oii  \di  formule  fondamentale  que  nous  voulions  oblenlr 


//' 


—    )  dx  dy 

dx  "^ 


-i- 


dx  -t-  Q  dy, 


l'intégrale  curviligne  étant  prise  dans  le  sens  positif  (§  6,  Cli.  Jll). 
On  peut  tirer  de  cette  formule  la  condition  pour  que  V intégrale 
curviligne,  qui  figure  au  second  membre,  soit  nulle  le  long  de 
tout  contour  fermé;  l'intégrale  double  du  premier  membre  doit, 
dans  ce  cas,  être  nulle,  quand  on  l'étend  à  une  aire  quelconque. 

ce  qui  entraîne 

dV  _  dQ 

dy         dx  ^ 

condition  que  nous  avons  obtenue  précédemment. 

Faisons  une  application  très  particulière  de  la  formule  fonda- 
mentale, en  faisant  d'abord  P  =yj  Q  =  o,  puis  P=  o,  Q  =i=  ^  ; 
nous  obtenons  ainsi 


jj 


dx  dy 


-jydx,         I  j  dxdysi  I  xdy; 


et  par  suite 


/   I  dx  dy  =  ~   I  ce  dy  —y  dx, 


ce  qui  nous  donne  l'aire  limitée  par  la  courbe  G,  au  moyen  d'une 
intégrale  curviligne  étendue  à  cette  courbe,  et  prise  dans  le  sens 
positif.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  courbe  G  se  réduit  au  périmètre 
d'un  triangle,  dont  les  sommets  «,,  «o?  <^3  aient  pour  coordonnées 
(.Tj,  r,),  (^oj  J^2)j  (^sjJKa),  l'aire  A  du  triangle  sera  donnée  par 
la  formule 

xi    yi     I 

3^2    y2     r 

^3      JK3        I 


ce  déterminant  représente  en  effet  l'intégrale  curviligne  prise  po- 
sitivement le  long  du  périmètre  du  triangle,  si,  en  le  parcourani 
dans  ce  sens,  on  rencontre  les  sommets  dans  l'ordre  <2i,  ^2,  «3. 

12.  Passons  maintenant  à  la  définition  des  volumes  limités  par 
des  surfaces. 
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Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  O^, 
Oy,  Oz,  on  considère  nne  surface  représentée  par  l'équation 
=^=./('^,  y)^  et  dans  le  plan  ^Or  une  aire  A  limitée  par  une 
courbe  G.  Construisons  un  cylindre  parallèle  à  O^  et  ayant  pour 
directrice  G;  ce  cylindre  coupe  la  surface  suivant  une  certaine 
courbe  fermée.  Le  volume  à  définir  est  le  volume  limité  par  le  cy- 
lindre, la  surface  et  le  plan^Oj-.  Découpons,  comme  précédem- 
ment, l'aire  A  en  quadrilatères  curvilignes  au  moyen  de  deux  fa- 
milles de  courbes  a  et  [i,  et  soit  oj  l'aire  de  l'un  quelconque  de  ces 
quadrilatères;  prenons  dans  ce  quadrilatère  un  point  (Ç,  Tj)^  à  ce 
point  correspond  sur  la  surface  un  point  par  lequel  je  mène  un 
plan  parallèle  au  plan  des  xy.  Le  volume  cylindrique  limité  par 
ce  plan,  celui  des  œy  et  la  surface  du  cylindre  parallèle  à  O^  ayant 
pour  directrice  le  périmètre  du  quadrilatère  curviligne  w,  sera 
^/(ï)  -o)-  La  somme  de  tous  ces  éléments 

a  une  limite  qui  sera  le  volume  cherché.  Si  l'on  em])loie  œ  ely 
comme  variables  sommatoires,  ce  sera  l'intégrale  double 

J  jj{^,y)dxdy, 
étendue  à  l'aire  A. 

On  passe  de  là  à  la  définition  d'un  volume  fermé  limité  par  une 
surface  quelconque  :  il  suffit  de  le  considérer  comme  une  somme 
algébrique  de  volumes  analogues  au  précédent. 

Soit  comme  exemple  l'équation  ^  =  ^,  qui  représente  un  pa- 

raboloïde  hyperbolique  tangent  au  plan  xOy  à  l'origine.  Si  l'on 
prend  les  plans  x  ^  a^  ^  —  A  et  jk  =  ^,  J^  =  B,  le  volume  limité 
par  la  surface,  le  plan  des  xy  et  ces  quatre  plans  sera 


(A2_a2)(-B2—   b'-) 


13.  Gomme  autre  application  de  la  notion  d'intégrale   double, 
nous  définirons  Vaire  d'une  sur/ace  courbe. 

Soit  encore  z=/(x^y)  l'équation  d'une   surface.    Sur  cette 
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surface  nous  considérons  une  courbe  fermée  G  qui  en  limite  une 
partie.  Que  doit-on  entendre  par  l'aire  de  cette  portion  de  sur- 
face? 

Projetons  la  courbe  C  sur  le  plan  xOy  suivant  une  certaine 
courbe  c,  et  traçons  dans  ce  plan  les  deux  familles  de  courbes 
dont  nous  avons  déjà  fait  bien  souvent  usage  :  soit  (o  l'aire  d\in 
des  quadrilatères  curvilignes  élémentaires.  Concevons  le  cylindre 
parallèle  d  Oz  et  ayant  pour  directrice  le  périmètre  de  co  :  il  dé- 
coupe sur  la  surface  une  petite  courbe  fermée  ù  ;  à  l'intérieur  de 
Taire  limitée  par  O,  je  prends  sur  la  surface  un  point  arbitraire 
(  ç,  7],  Ç),  et  je  mène  en  ce  point  le  plan  tangent  à  la  surface. 

Ce  plan  coupe  le  cylindre  suivant  une  courbe  enveloppant  une 

aire  iz.   Faisons  maintenant  la  somme  ^  "^  de    toutes  ces   aires 

planes  élémentaires  :  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  tend  vers  une  li- 
mite. Désignons,  en  effet,  par  F{.x^y)  le  cosinus  supposé  positil', 
en  prenant  un  sens  convenable,  de  l'angle  de  la  normale  à  la  sur- 
face au  point  (^,  r,  z)  avec  O^.  On  aura 

puisque  ti  et  cj  sont  des  aires  planes.   Nous  devons  donc  sommer 

11 


qui  aura  une  limite  si^  comme  nous  l'admettons,  il  n'y  a  pas,  dans 
la  portion  considérée  de  la  surface,  des  points  où  le  plan  tan- 
gent soit  parallèle  à  l'axe  des  z.  On  pourra  représenter  cette  li- 
mite par  l'intégrale 

dx  dy 


If 


h\x,y) 


étendue  à  l'aire  c,  dans  le  plan  des  xy. 
En  introduisant  les  dérivées  partielles 


dz 

Tx=P^ 

dz 

(^,7)- 

I 

v/' 

+  />^-^^2 

on  aura 
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et  par  suite  J'alrc  sera  représentée  par  J'intégrale  double 


// 


y/i  -\-p--i-  q°^  dx  dy 


Soit,  par  exemple,  à  caleulcr  dans  une  sphère  ayant  pour  centre 
l'origine  et  pour  rayon  R  l'aire  de  la  zone  limitée  par  un  cercle 
de  rayon  /■,  parallèle  au  plan  des  xy  et  inférieure  à  la  demi-sphère. 
Nous  nous  servirons  des  coordonnées  polaires  p  et  8  dans  le  plan  ; 
on  aura  alors 

oj  —  p  <f  p  <^0  ; 

et  le  cosinus  de  la  normale,  c'est-à-dire  du  rayon,   avec  O^  sera 
- — j^ — -•  Nous  devons  calculer 

r  rKpdpdo 

J  J  v/h^=^' 

0  devant  varier  de  o  à  271,  et  p  de  o  à  r  :  on  aura  donc 

0  dp 


r.nf 


2rR(R-/U2— /'O  =27cRA. 


s/R2  -  p 
en  désignant  par  h  la  hauteur  de  la  zone. 

14.   Nous  désignerons  souvent,  dans  la  suite,  sous  le  nom  d'élé- 
ment de  la  surface,  l'aire  plane  élémentaire  tu.  On  a 

tO  —  71  cos  Y, 

en  désignant  par  y  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  l'axe 
des  z.  Les  lettres  w  et  71  ont  représenté  essentiellement  jusqu'ici 
des  aires  positives;  la  formule  précédente  suppose  donc  que  v 
désigne  un  angle  aigu.  Si  dans  le  plan  des  xy  on  emploie  les  varia- 
l)les  ^  et  jK,  w  est  égale  à  dxdy\  quant  à  t:,  nous  le  représen- 
terons souvent  par  (io- pour  marquer  qu'il  représente  un  élémenl 
de  surface  :  nous  pouvons  alors  écrire 

dx  dy  —  cos  Y  <ia, 

les  éléments  d^  et  dx  dy  étant,  je  le  répète,  des  quantités  posi- 
tives. Nous  maintiendrons  sans  exception  cette  règle  pour  <^cr;   il 
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n'en  sera  pas  de  même  pour  dxdy.  comme  nous  allons  le  voir 
dans  un  moment  en  étendant  encore  le  point  de  vue  sous  lequel 
nous  envisageons  les  intégrales  doubles. 

INJais,  auparavant,  cherchons  l'expression  de  cli  dans  le  cas  où  la 
surface  est  représentée  par  les  trois  équations 

^^f{u,v),         y^<:^{u,v),,         z-^^{u,v), 

a  et  (^  désignant  deux  paramètres  arbitraires. 

Pour  bien  préciser,  nous  supposerons  que,  quand  le  point  [u^  v) 
décrit  dans  son  plan  une  certaine  aire  S,  le  point  (^,  y,  z)  dé- 
crive la  surface  S,  de  telle  sorte  que  les  aires  S  et  S  se  correspon- 
dent uniformément.  L'aire  est  représentée  par 

(7)  r/-f^-, 

J  J     cosy 

en  prenant  r/xâfjr  positivement  et  cosy  positivement.  Or,  d'après 
la  théorie  du  changement  de  variable,  nous  avons 

clx  dy^zi    - ^Xdudv^^z  -.-^-^-^  du  dv, 

\du  ôv         Ov   Ou!  JL>(«,  V) 

en  employant  une  notation  souvent  adoptée  pour  le  déterminant 
fonctionnel  et  en  prenant  pour  £  les  valeurs  zt  i ,  de  telle  sorte 
que  le  second  membre  soit  positif.  D'autre  part,  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  la  surface  sont  proportionnels  à 

D(.r>-g)        ^(z.x)        lUx,y) 

Ti{iL,vy   B[u,vy   D("w7^y 

La  valeur  de  cosy,  prise  positivement,  sera  donc 


le  radical  étant  pris  positivement.  iNous  aurons,  par  suite,  en  sub- 
stituant, 


lu  dv 
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et  la  surface  sera  alors  représentée  par  Tintégrale  double 


étendue,  dans  le  plan  (ii,  ç),  à  Taire  S. 

Cette  formule  a  une  généralité  que  n'avait  pas  la  formule  (y). 
Elle  est  applicable,  même  dans  le  cas  où,  en  certains  points  de  la 
surface  envisagée,  le  plan  tangent  serait  parallèle  à  O^.  Elle  dé- 
finit par  conséquent,  dans  tous  les  cas  possibles,  l'aire  limitée  sur 
une  surface  par  une  courbe  fermée  :  on  peut,  en  effet,  toujours 
découper  cette  aire  en  portions  assez  petites  pour  établir  une  cor- 
respondance uniforme  entre  chacune  d'elles  et  une  aire  S  dans  le 
plan  (u,  ('). 

Ajoutons  encore  une  remarque.  11  est  important  de  vérifier  que 
l'expression  trouvée  pour  l'aire  d'une  surface  est  indépendante 
du  système  d'axes  de  coordonnées  employées.  La  vérification  sera 
immédiate  sur  la  formule  (8).  Soient 


X 

= 

aX 

-h  a 

Y 

4-  a 

Z, 

y 

= 

6X 

-.h 

Y 

^b' 

Z, 

z 

— 

cX 

+  c' 

Y 

-\-c" 

Z 

les  formules  de  transformation  de  coordonnées  ;  on  pourra  regar- 
der X,  Y,  Z  comme  des  fonctions  de  ii  et  (^  :  les  déterminants 
fonctionnels 

D(w,  (;)'      \){u,vy     D(w,  V) 

s'expriment  à  l'aide  de 

DfY,  Z)       D(Z.  X)       D(X,  Y) 
D(m,  i^)'      'D{u,  v)^      D(a,  (^)' 

comme  x,  y^  z  k  l'aide  de  X,  Y,  Z.  On  voit  donc  que  la  somme 
des  carrés  de  ces  trois  déterminants  fonctionnels  reste  invariable. 


IV.  —  Définition  des  intégrales  de  surface. 

15.   Nous  avons  généralisé  précédemment  la  notion  des   inté- 
grales  simples    définies,   en    étudiant  les  intégrales    curvilignes. 
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Nous  allons  pareillement  définir  les  intégrales  doiibJes  étendues 
à  nne  suri'ace. 

Quelques  remarques  sur  les  surfaces  nous  sont  indispensables. 
Soit  une  portion  de  surface  S  limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes  : 
on  la  suppose  telle  qu'on  puisse  distinguer  sur  elle  deux  côtés 
différents  :  l'un  de  ces  côtés,  par  exemple,  peut  être  peint  en 
rouge,  l'autre  en  bleu,  et  l'on  ne  peut  passer  d'un  point  de  l'un  à 
un  point  de  l'autre  d'une  manière  continue  sans  traverser  les 
courbes  limites  (•).  En  un  point  P  de  l'un  on  fixe  sur  la  normale 
une  direction  déterminée,  et  la  direction  opposée  au  point  cor- 
respondant P'  (qui  coïncide  géométriquement  avec  P)  de  l'autre. 
La  direction  de  la  normale  en  chacun  des  points  de  l'un  et  l'autre 
côté  se  trouve  alors  déterminée  sans  ambiguïté  si  le  point  P  ou  le 
point  F  se  déplacent,  sur  les  côtés  correspondants,  entraînant 
avec  eux  la  direction  choisie  de  la  normale,  qui  varie  d'une  ma- 
nière continue. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  simple  d'une  portion  de 
surface  que  rencontre  seulement  en  un  point  toute  parallèle  à 
l'axe  Oz.  On  pourra  sur  cette  surface  distinguer  deux  côtés  : 
si  l'on  associe  à  un  point  P  de  l'un  la  direction  de  la  normale 
qui  fait  un  angle  aigu  avec  O^,  et  au  point  correspondant  P'  de 
l'autre  la  direction  opposée  qui  fait  un  angle  obtus,  ces  deux 
angles  varieront  respectivement  d'une  manière  continue  en  res- 
tant l'un  aigu,  l'autre  obtus,  quand  les  points  P  et  P'  se  dépla- 
ceront sur  leurs  côtés  respectifs;  ils  suffiront  par  conséquent  à 
les  distinguer. 

Soient  maintenant  C(x,y,  z)  une  fonction  de  x^  y,  'z  et  une 
surface  S,  ^  =:  cp(^,jv'),  limitée  par  une  courbe  L,  que  je  suppose- 
rai d'abord  n'être  rencontrée  qu'en  un  point  par  une  parallèle 
à  O^;   L  se  projette   sur  xOy   siiivant  une   courbe   /.  Formons 


(' )  Il  existe  cependant  des  surfaces  sur  lesquelles  on  ne  peut  distinguer  deux 
côtés.  On  en  réalisera  facilement  une  de  la  manière  suivante.  Que  l'on  prenne 
un  î-ectangle  de  papier  abcd ,  dans  lequel  je  suppose  que  ab  et  cd  désignent 
deux  côtés  parallèles,  de  telle  sorte  que  a  et  d,  ainsi  que  b  et  c,  désignent  des 
sommets  opposés.  On  contourne  la  feuille  de  papier  de  telle  sorte  que  ab  vienne 
coïncider  avec  de,  en  faisant  coïncider  par  conséquent  les  sommets  opposés.  On 
réalise  ainsi  une  surface  limitée  par  un  seul  contour  et  qui  n'a  qu!un  coté.  De 
telles  surfaces  sont  exclues  des  considérations  qui  vont  suivre. 
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l'Intégrale  double 

(9)  f  fc{x,y,z)dxdy, 

étendue  à  l'aire  /,  en  supposant  que  z  soit  remplacé  par  sa  valeur 
en  fonction  de  x  et  r.  Cette  intégrale  a  un  sens  précis  quand  le 
contour  L  et  la  surface  z  =  o{x,  y)  passant  par  ce  contour  sont 
donnés.  Introduisons  les  éléments  d^  de  la  surface;  pour  cela, 
remplaçons  dx  dy  par  cos y  c/cr.  L'intégrale  (9)  devient  alors 

('o)  j    fc(x,y,z)cosyd<y. 

Cette  dernière  forme  a  une  généralité  que  n'avait  pas  la  pre- 
mière. Pour  l'obtenir,  nous  avons  supposé  qu'à  une  valeur  de  x 
et  y  ne  correspondait  qu'un  point  de  la  surface;  dans  cette  hypo- 
thèse, cos Y  gardait  sur  l'aire  envisagée  un  signe  invariable,  et  c'est 
en  supposant  cosy  positif  que  nous  avons  pu  remplacer  dx  dy 
par  cosvdŒ,  L'intégrale  (9)  ainsi  comprise,  en  restant  dans 
l'ordre  d'idées  où  nous  nous  sommes  jusqu'ici  placé,  sera  dite 
prise  suj^  la  surface  S,  du  côté  de  la  surface  où  la  normale,  con- 
sidérée comme  demi-droite,  fait  avec  l'axe  des  z  un  angle  aigu. 
Mais,  comme  nous  l'avons  dit,  sur  notre  surface  S  nous  pouvons 
envisager  le  second  côté  pour  lequel  ici  la  normale,  considérée 
comme  demi-droite,  fait  un  angle  obtus  avec  O;:  :  l'intégrale  (ro) 
a  toujours  un  sens  précis  ;  nous  dirons  alors  qu'elle  représente 
l'intégrale  (9)  prise  sur  le  second  côté  de  S. 

La  définition  s'étend  d'elle-même.  Quels  que  soient  la  surface 
que  l'on  envisage  et  le  côté  que  l'on  considère  sur  elle,  l'inté- 
grale (10)  aura  pour  lui  un  sens  parfaitement  déterminé  en  met- 
tant pour  cosy  le  cosinus  de  l'angle  fait  par  0^  et  la  direction 
de  la  normale  correspondant  à  ce  côté.  On  dira  que  cette  inté- 
grale (10)  ainsi  prise  représente  l'intégrale  (9)  étendue  au  côté 
considéré  de  la  surface.  11  j  a  là,  comme  on  voit,  une  extension 
de  la  notion  d'intégrale  double,  car,  dans  l'intégrale  (9)  ainsi  gé- 
néralisée, l'élément  dx  dy  n'est  plus  nécessairement  positif. 

Dans  l'intégrale  (9),  l'élément  d'intégration  était  dx  dy  ;  on 
peut  de  même  considérer  des  intégrales  telles  que 

J  J  A(x,y,z)dydz         et  f  fB(x,y,  z)  dz  dx 
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étendues  à  un  côté  déterminé  d'une  surface  et  dans  lesquelles 
l'élément  d'intégration  est  dy  dz  ou  dzdx.  Elles  seront  repré- 
sentéesrespectivement  par 

JjAix,y,z)cosadc;         et  f  fB(x, y,  z)  cos'?  dcj, 

où  a  et  p  désignent  les  angles  faits  par  la  direction  de  la  normale 
correspondant  au  côté  choisi  avec  les  axes  des  x  et  des  y. 

En  faisant  la  somme  des  trois  intégrales  précédentes,  on  a  en- 
core une  intégrale  de  surface 

^'^^  J    I  ^dydz-^-Bdzdc(;-hGdxdy 

qui  est  souvent  employée.  On  peut  l'écrire  sous  la  forme 

/   /(Acosa+  Bcosp4-GcosY)6/cr. 

16.  Il  est  important  d'avoir  l'expression  de  l'intégrale  (ii) 
quand  on  exprime  x,  y,  z  en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  ç, 
comme  nous  l'avons  fait  au  paragraphe  (i3).  En  se  reportante 
l'expression  trouvée  pour  dcr,  et  en  se  rappelant  que  cosa,  cos^, 
cosY  sont  proportionnels  aux  déterminants  fonctionnels 

I^{u,ç)'       D{u,ç)'      I){u,ç)' 

ces  cosinus  sont  déterminés,  au  signe  près  :  on  prendra  un  signe 
ou  l'autre,  suivant  le  côté  envisagé  de  la  surface.  L'expression  (i  i) 
est  donc  égale  à 


(12) 


f  fÏA^lZll}  .^B^^l^  -^C^l^^lZ}^ 


du  dv. 


ou  à  cette  intégrale  changée  de  signe,  suivant  qu'on  prend  un 
côté  ou  l'autre  sur  la  surface.  Cette  intégrale  double  est  une  inté- 
grale définie  ordinaire,  étendue  à  l'aire  S,  dans  le  plan  {u,v) 
{voir  §  13)  qui  correspond  uniformément  à  S. 


P.  -  I 
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Condition  pour  que  l'intégrale  de  surface 
A  dy  clz  -^  B  clz  dx  -\-  C  dx  dy 
ne  dépende  que  du  contour. 


//' 


17.  Nous  pouvons  nous  proposer,  sur  les  intégrales  de  surface, 
une  question  analogue  à  celle  cjue  nous  avons  résolue  (Cliap.  III, 
§  3)  pour  les  intégrales  curvilignes.  A  quelle  condition  l'intégrale 
de  surface 

dz  -r-  B  dz  dx  -h  G  dx  dy 


.jJKdy. 


dépendra-t-elle  seulement  du  contour  limitant  la  surface  à  laquelle 
elle  est  étendue? 

Nous  supposons  que,  pour  une  surface  S,  les  coordonnées  x^  y^  z 
soient  exprimées,  comme  il  a  été  dit,  en  fonction  de  deux  para- 
mètres u  et  V.  Nous  avons  alors  pour  l'intégrale  l'expression  (12). 

Or,  considérons  une  famille  de  surfaces  ayant  la  même  limite 
et  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  a  ;  pour  ces  surfaces,  nous 
concevons  que  x^  y,  z  soient  exprimées  par  des  fonctions  de  u^  ç 
et  du  paramètre  a.  Chaque  valeur  de  a  détermine  une  portion  de 
surface  qui  correspond  à  l'aire  S  dans  le  plan  (u,  ç)^  et  on  peut 
choisir  évidemment  ces  fonctions  de  manière  que  la  courbe  cor- 
respondant au  périmètre  de  S  ne  dépende  pas  de  a,  et  soit,  par 
suite,  la  même  pour  toutes  les  surfaces.  De  plus,  nous  admettons 
que  les  limites  entre  lesquelles  on  fait  varier  a  sont  telles  que 
dans  tout  l'espace,  balajé  par  les  surfaces  correspondantes,  les 
fonctions  A,  B,  C  et  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
restent  continues. 

Calculons  la  variation  de  I,  en  réservant  comme  précédemment 
la  lettre  o  aux  variations,  c'est-à-dire  aux  dilTérentielkîs  prises  par 
rapport  à  a. 

La  variation  de 


du  dv 


sera  égale  à 


jJKdyd.        ou        //AJg^; 
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OU,  en  déveJoppant,  à 


(i3) 


h  f  [a  F-^  à^        àj  <nz  ^  doy   dz        dy  d  03] 

V  J       L  au     dv        'du     dv  dv     du        d^  "^  J  "^^  ^^' 


La  seconde  intégrale  peut  être  transformée  au  moyen  d'intégrations 
par  parties  :  ainsi  l'on  a 

en  se  rappelant  que  la  variation  de  Sjr  est  nulle  sur  le  bord;  et 
chacune  des  intégrales  qui  composent  le  second  terme  de  (i3) 
peut  être  transformée  de  la  même  manière.  Remplaçons  ensuite, 
en  développant  les  calculs, 

à^  dk  dx         )A  dv        r)\    dz 

-T~     par     - — 1 -^ — ' , 

du      ^         dx  du        dy   du        dz   du 

et  pareillement  pour  ^:  l'expression  (i3),  après  des  réductions 
qui  se  font  d'elles-mêmes,  se  réduit  à 

J  J    dx  LD(l^'^--D71^°^-^DTIZr^-)°-"J^"^^- 

Finalement,  après  des  calculs  analogues  pour  les  deux  autres  inté- 
grales qui  forment  I,  nous  obtenons 

JJ  làoo^.dy-^dz\lx)^(I[:j]'''''^W(ur^)'y^X^l,]:^ 

Or,  SI  doit  être  nulle,  et,  comme  les  signes  des  variations  ô^,  oy,  hz 
sont  arbitraires,  il  en  résulte  que  l'on  doit  avoir  identiquement 

/!/.  dA         dB         dC 

^^^  •  ~d^~^-d-y-^dl  =  ''' 

Cette  condition  nécessaire  est  en  même  temps  suffisante.  Nous 
formerions  en  effet,  étant  données  deux  surfaces  ayant  même 
contour,  une  famille  de  surfaces  avec  ce  même  contour  et  dépen- 
dant d'un  paramètre  a,  et  dont  feraient  partie  ces  deux  surfaces  ; 


du  dv. 
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et  le  mode  de  raisonnement  employé  au  §  5  (Chap.  iU  )  est  encore 
applicable. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  et  en  se  reportant  toujours 
aux  intégrales  curvilignes,  on  voit  que  nous  pouvons  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

La  relation  (i  f  )  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  VintégraleX^  étendue  à  une  surface  fermée,  à  V  inté- 
rieur de  laquelle  A,  B,  G  et  leurs  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  sont  continues,  soit  égale  à  zéro. 

18.  Il  suffira  aussi  d'énoncer  les  conséquences  de  ce  théorème. 
Si  une  surface  fermée  S  contient  à  son  intérieur  des  points  où  les 
fonctions  A,  B,  G  cessent  d'être  continues,  l'intégrale  étendue  à 
cette  surface  ne  sera  pas  nulle  en  général,  mais  elle  gardera  une 
valeur  constante  quand  on  déformera  la  surface  sans  lui  faire 
traverser  aucun  de  ces  points  singuliers. 

Je  prends,  comme  exemple,  l'intégrale 


i// 


œ  dy  dz  -h  y  dz  dx  -h  z  doo  dy 


La  condition  (i4)  sera  vérifiée.  L'intégrale  étendue  à  une  sur- 
face fermée  est  nulle,  quand  cette  surface  ne  comprend  pas  l'ori- 
gine à  son  intérieur.  Gherchons  sa  valeur  quand  on  intègre  suivant 
une  surface  fermée  (sans  ligne  double),  comprenant  l'origine  à 
son  intérieur.  Nous  supposerons  que  le  côté  considéré  sur  la  sur- 
face soit  le  côté  extérieur  à  l'origine.  Il  suffira  d'intégrer  sur  une 
sphère  de  rayon  R  ayant  son  centre  en  ce  point  ;  nous  avons  donc 
à  calculer 

T        C  C  ^  ^*^^ 


r  cos  ^  -\-  z  cosy    , 
aa, 


H3 


en  désignant  par  a,  p,  y  les  angles  faits  par  la  normale  extérieure 
à  la  surface  avec  les  axes  de  coordonnées  :  on  a,  dans  le  cas  actuel. 


et  par  suite 


X  y  z 

cosa—  -i-  cos[^^  -(-  cosYp- 


I  =  ^A^    /       da=.i. 


4^R'-^  Jj 
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VI.  —  Formule  de  Stokes, 
J9.   Nous  venons  de  voir  que  l'intégrale  de  surface 
/  I  A  dy  dz  -^  B  dz  dx  -h  G  dx  dy, 

étendue  à  une  surface  limitée  par  un  contour  L,  ne  dépendait  que 
de  ce  contour,  quand  la  condition 

èk.       dB       dG 

(  1 5  )  1- h  —   =  o 

Ox        ôy        ùz 

était  satisfaite.  On  peut  dans  ce  cas  mettre  l'intégrale  double  sous 
la  forme  d'une  intégrale  curviligne  prise  le  long  du  contour  L. 

Montrons  d'abord  que,  étant  données  trois  fonctions  satisfaisant 
à  l'identité  précédente,  on  pourra  trouver  trois  fonctions  a,  |3,  y  de 
x^  j)  ,  z  telles  que 

(,6)  '^-'^■=^,  ^'-t-^^B,  '^-'1=C. 

^      '  dz        Ôy  '  Ox        ôz  '  ôy        ôx 

Prenons,  par  exemple,  y  =  o  ;  nous  satisferons  aux  deux  premières 
équations  en  posant 

a=:—  /     B{x,y,z)dz,         ^^i     ^(^7,  jk, -)  ^^  +  »(^,  jk), 

Zq  désignant  une  constante  numérique  et  cp  étant  une  fonction  ar- 
bitraire de  X  et  y.  En  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième  équa- 
tion, il  vient,  en  se  servant  de  l'identité  (i5), 

ôo 

et  on  pourra,  par  une  quadraU^i^f,  déterminer  une  fonction  cp(^,  )') 
satisfaisant  à  cette  équation.  Il  est  clair  d'ailleurs  que,  sia^,  j^i,  y, 
désignent  une  solution  particulière  des  équations  (i6),  la  solution 
la  plus  générale  sera  donnée  par 

ÔV  ^       ^        ÔF  ÔF 

Ôx  ^       '  ôy  '         '  ôz 


F  étant  une  fonction  arbitraire  de  x. 


7,  - 
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Nous  avons  alors  à  considérer  des  intégrales  de  surface  de  Ja 
forme 

De  telles  intégrales  se  rencontrent  dans  plusieurs  théories  im- 
portantes de  Physique  mathématique.  On  peut  exprimer  cette 
intégrale  au  moyen  de  Vintégrale  curviligne 

prise  le  long  du  contour  L. 

Il  importe  de  bien  définir  le  sens  dans  lequel  sera  prise  cette 
intégrale  curviligne.  L'intégrale  (17)  est  étendue  à  un  côté  déter- 
miné de  la  surface  S.  A  chaque  point  de  S  correspond  une  direc- 
tion de  la  normale;  traçons  autour  de  P  un  élément  de  surface 
limité  par  le  contour  tu.  Le  sens  direct  sur  le  contour  tu  sera  le 
sens  de  gauche  à  droite  pour  un  observateur  placé  sur  la  nor- 
male, ayant  les  pieds  en  P  et  la  tête  dans  la  direction  de  cette 
normale.  Supposons  maintenant  que  le  point  P  soit  voisin  du 
contour  C  et  qu'une  partie  du  périmètre  tt  appartienne  à  ce  con- 
tour. Un  sens  déterminé  se  trouvera  alors  fixé  sur  celui-ci,  et  ce 
sens  sera  évidemment  toujours  le  même,  de  quelque  partie  du 
contour  que  se  rapproche  le  point  P.  Nous  allons  montrer  que,  le 
sens  sur  L  se  trouvant  ainsi  fixé,  les  intégrales  (17)  et  (18)  sont 
égales  et  de  signe  contraire,  si  le  sens  de  rotation  du  trièdre 
(Ovyz)  est  direct  (<). 

20.  Démontrons  d'abord  le  théorème  dans  le  cas  où  le  contour  G 
est  plan;  on  passera  ensuite  immédiatement  à  un  contour  quel- 
conque. Nous  allons  simplement  faire  un  changement  de  coor- 
données,   en    prenant  un  nouveau   système    d'axes   (QXYZ)   de 


C)  Un  trièdre  (Oa^yz)  où  l'ordre  de  permutation  circulaire  des  arêtes  est 
donné  a  son  sens  de  rotation  direct,  quand  un  observateur  placé  sur  une  quel- 
conque des  arêtes,  les  pieds  en  O,  voit  l'arêle  suivante  coïncider  avec  la  troisième 
au  moyen  d'une  rotation  d'un  angle  droit  en  tournant  dans  le  sens  direct  de  la 
Cinématique,  c'est-à-dire  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  ou  encore,  de 
gauche  à  droite. 
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même  sens  de  roLalion  que  le  premier  et  tel  que  le  jjlan  Z  =  o 
soit  le  plan  de  la  courbe  plane  G.  Supposons  qu'on  intègre  sur  le 
côté  du  plan  correspondant  à  la  direction  de  l'axe  OZ;  le  sens  di- 
rect sur  la  courbe  G  sera  alors  le  sens  de  OX  vers  OY,  c'est-à-dire 
le  sens  positif  tel  que  nous  l'avons  défini  (Gh.  III,  §  6).  Si  a!' ^  h", 
(•"  désignent  les  cosinus  directeurs  de  OZ,  l'inlégrale  double  (in) 
peut  s'écrire 

//[(S-£)-(S-ë)'-(?-S)-t'-^ 

d'autre  part,  les  formules  de  transformation  de  coordonnées 
donnent 

;3  =  C  X  -h  c'  '\'  -h  C"  Z  -f-  /•, 

et  l'on  sait  que 

c" —- ab' — ba\         a"  ^^  bc' — cb' ,         b"  =^  ca — ac' . 
Gomme  f/Z  =  o,  l'intégrale  curviligne  se  réduit  à 

Jf  (  rt  a  -h  ^  ^  -h  c  Y  )  <iX  -^  {a'  Cf.  -\-  b'  ^i  H-  c'  y  )  ^Y, 
c 

qui,  d'après  une  formule  démontrée  plus  haut  (§11)  est  égale  à 

cette  intégrale  étant  étendue  à  l'aire  L.  11  faut  calculer  Jes  dérivées 
partielles  par  rapporta  X  et  à  Y  de  a,  [B,  y,  qui  sont  des  fonctions 
de  ^,  j^  et  ^.  On  aura  ' 

et  des  formules  analogues  pour  ^  et  y.  Par  suite 

da         ,  (^3  dv\        f    ,dy        .,d'^  ,  dy  \ 

^ôY-^^jY-^'à)  "  r  ^"x  -^^  ^^'  ^"XJ 


dz        dy  1        ■    \dx        dz  I  \dy        dx ) 
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et  la  formule 

ff(Ë~^hd.-.(^. 

-sy-" 

-S)-"*--!'- 

^dy-i-^(  dz 
L 

est  établie,  dans  le  cas  où  la  courbe  est  plane. 

21.  Il  est  aisé  maintenant  de  passer  au  cas  où  le  contour  est 
quelconque.  Tout  d'abord  on  peut  réduire  ce  contour  à  être  un 
contour  polygonal,  puisqu'il  suffirait  d'augmenter  indéfiniment  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  pour  avoir  une  courbe  quelconque. 
On  peut  ensuite  parce  contour  polygonal  faire  passer  une  surface 
polyédrale  dont  les  faces  soient  des  triangles.  En  appliquant  la 
formule  démontrée  pour  le  cas  des  aires  planes  à  chacun  de  ces 
triangles  et,  ajoutant  les  résultats  obtenus,  on  aura  évidemment  la 
formule  cherchée,  qui  est  alors  démontrée  dans  toute  sa  généra- 
lité, et  que  les  géomètres  anglais  désignent  sous  le  nom  de  for- 
mule de  Stokes  ('). 

Une  application  immédiate  de  cette  formule  est  la  recherche  des 
conditions  pour  que  l'intégrale  curviligne 

I  ccdcc  -i-  '^  dy  ~i-^  dz, 

prise  le  long  d'une  courbe  fermée  quelconque,  soit  nulle,  problème 
tout  à  fait  analogue  à  celui  que  nous  avons  traité  dans  le  cas  du 
plan.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont 

da^  _  d^  d'^  _  dy  dy        àoc 

dy  ~  dx'  âz  ~  dy'  dx  ~  dz' 

Si  elles  sont  remplies,  l'intégrale  curviligne 

/  a  6?.r  -4-  p  <ijK  H-  Y  dz 


(')  La  formule  précédente,    au   moins    dans    un  cas   particulier,  était   connue 
d'Ampère,  qui  s'en  est  servi,  sous  une  autre  forme,  en  électromagnétisme. 
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sera  une  fonction  u  de  x^  y  et  z,  et  l'on  aura 

du  _  ^^  _  o  ^^*  _ 

^~°''         ^"'~^'  ^~'^' 

22.  Pour  faire  une  seconde  application  de  la  formule  de  Stokes, 
considérons  une  courbe  fermée  L  et  un  point  M  quelconque  de 
coordonnées  <2,  6,  c  dans  l'espace.  Soit  une  surface  quelconque  S 
limitée  par  L,  et  sur  laquelle  nous  considérons  deux  côtés.  Un  élé- 
ment di  de  cette  surface  est  vu  sous  un  angle  égal  à 

cos(r,  n)    j  l 

— j:r—  ^^^' 

en  appelant,  r  la  distance  du  point  M  à  un  point  P(^,y,  z)  de 
l'élément,  et  en  appelant  (/",  /?)  l'angle  fait  par  la  direction  PM 
avec  la  direction  de  la  normale  en  P  à  la  surface.  Ainsi  compté, 
cet  angle  solide  est  positif  ou  négatif  suivant  que  l'angle  (/',  n)  est 
aigu  ou  obtus.  Or,  en  désignant  par  cos a,  cos[3,  cosy  les  cosinus  des 
angles  de  la  normale  avec  les  axes,  nous  aurons 

,         a  —  .r  h  —  y        ^        r  —  z 

cos(/',  n)  =  cos  a  -\ ^  cosp  H cosy. 

^  /'  r  '  /•  ' 

La  somme  des  angles  solides  pour  tous  les  éléments  da  àe  S  sera 
donc 

(ig)  \  —   j   i  i  — -^—  cosa-f-  - — ^  cos[B  H ^  cosy  )  d^. 

Ce  sera  donc  une  intégrale  de  surface  étendue  à  S,  et  elle  sera 
indépendante  de  S,  car  on  a 


d 

fa- 

^\ 

'    ày\ 

^)- 

à 
Tz 

r- 

—  z 

àx 

\      .3 

) 

;.3 

[r^  = 

--{X- 

-ay 

-(J 

-^r 

-h 

(^- 

-C) 

On  peut  dire  qu'elle  représente  l'angle  solide  (compté  avec  un 
signe)  sous  lequel  du  point  M  on  voit  le  contour  C. 

Cherchons  d'abord,  avant  d'appliquer  la  formule  de  Stokes, 
quelle  sera  la  valeur  de  l'intégrale  (ig)  étendue  à  une  surface 
i'ermée.  Si  le  point  (a,  h,  c)  est  extérieur  à  la  surface,  cette  inté- 
grale sera  nulle  d'après  le  théorème  fondamental  (§  17).  Supposons 


.'22  INTÉGRALES    SIMPLES    ET    MULTIPLES. 

(a,  b,  r)  à  rintérieur  de  la  surface,  et  intégrons  sur  le  côté  in- 
terne de  celle-ci.  L'intégrale  est  indépendante  de  la  surface;  pre- 
nons donc  une  sphère  de  ravon  R  ayant  (a,  b,  c)  pour  centre';  l'in- 
tégrale devient 


iiî 


47r. 


On  a  donc 


JJ  -F^ ^4^' 


résultat  bien  simple,  mais  dont  Gauss  a  tiré  d'importantes  consé- 
quences, et  dont  la  démonstration  géométrique  est  immédiate. 

Revenons  maintenant  à  l'intégrale  I  étendue  à  une  surface  S  li- 
mitée par  un  contour  C.  D'après  la  formule  de  Stokes,  on  peut  la 
remplacer  par  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  C.  Cette 
transformation  serait  compliquée  et  présenterait  peu  d'intérêt.  Ce 
qui  est  au  contraire  d'une  grande  utilité  dans  diverses  théories,  et 
en  particulier  dans  l'électromagnétisme,  c'est  d'exprimer  les  dé- 
rivées partielles  de  1,  considéré  comme  fonction  de  a,  b  et  c,  pai- 
des  intégrales  curvilignes.  Nous  allons  y  parvenir  immédiatement 
au  moyen  de  la  formule  de  Stokes. 

Prenons,  par  exemple,  la  dérivée  partielle  de  1  par  rapport  à  a. 
nous  aurons 


Nous  devons  chercher  des  fonctions  a,  j3,  y  de  œ,y,  z  telles  que 

^?  _  ^^  —    ^  /  ^f  —  ^  \ 
dz        .dy  ~  da  \     r'^      )  " 

dj        ôcL   _    à    fh  —  y\ 


âoL  _d^  à   fc  ~ 

Oy        dx 


Oa  \     r^      / 


Or,  prenons  a  =  o  :  nous  devons  choisir,  s'il  est  possible,  [i  et 
Y  de  manière  à  satisfaire  aux  équations 

àx  r5  '  dx  —^  /-s 
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el 

d'^       dy  _    i        3(«  —  ip)'- 
âz        Oy        /-^  i-^ 

Ces  équations  seront  vérifiées  si  l'on  prend 

Y  —  b  Q  z  --  c 

el,  par  suite,  l'Intégrale  curviligne 

—  /  OL  dx  -^  fj  dy  -+-  Y  dz 

se  réduira  ici  à 

'(z  —  c)  dy  —  ( y  —  h)  dz 


£ 


'C 

On  trouverait  de  la  même  manière 

dl  _    r  (.T  ^a)  dz  —  {z  —  c)dx 

ôb  ~x  '^- 

dl  r  i  V  —  h)  dx  —  {x  —  a)  dy 


-i 


de      _  /,,  r-^ 


formules  d'un  grand  intérêt  dans  la  théorie  du  magnétisme  (  ' 


VII.  —  Racines  communes  à  trois  équations. 

23.  Nous  ferons  encore  une  application  de  la  théorie  des  inté- 
grales de  surface,  en  cherchant  une  intégrale  qui  soit  à  rappro- 
cher de  l'intégrale  curviligne  étudiée  au  §  i  1  (Chap.  III).  Prenons, 
à  cet  effet,  trois  fonctions  continues  \\(x^  y^  z),  Fo(.r,  j^,  s), 
¥^{x^y,  z)  des  variables  x^  y,  z-^  développables,  dans  le  voisinage 
de  toute  valeur  ^o?  Jo,  ^o  que  nous  aurons  à  considérer,  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  ^o,  y—J'o  et 
z- — ^0-  -îe  forme  l'intégrale  de  surface 

1=:     -   I  j  Adydz-\-Bdzdx-^-Gdxdy. 


{')    On    trouvera   d'intéressantes  applications   géométriques  de  la  formule   de 
Stokes  dans  un  Mémoire  de  M.  Kœnigs  (Journal  de  Jordan,  1889) 
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G  = 


1  F      ^^' 

'     ày 

Oz 

F        ^^-2 

ôz 

^^      ôy 

d¥. 

dz 

(Ff4-F|  +  F|)^ 

F,  <«'■ 

(iz 

dV^ 

ôx 

d¥. 

dx 

dz 

^F., 

dx 

Ff +  F|+F|p 

1 

-  * 

d¥, 

dy 

"■s 

d¥. 

dy 

r.   * 

d¥^ 

dy 

(Ff  +  F|  +  F|y 


Quelles  que  soient  les  fonctions  F<,  Fo,  F3,  on  aura  l'identité 


dX 
dx 


^B        d_G 

dy         dz 


comme  le  montre  un  calcul  un  peu  long,  mais  ne  présentant  au- 
cune difficulté. 

L'intégrale  1  étendue  à  une  surface  fermée  ne  change  donc  pas 
de  valeur  quand  on  déforme  la  surface  S  d'intégration  sans  ren- 
contrer de  points  où  A,  B,  G  cessent  d'être  continus.  Il  en  résulte 
que  l'intégrale  I  sera  nulle,  s'il  n'j  a  pas  de  racines  communes 
aux  trois  équations 

¥^{x,y,z)  =0, 

F.2(x,y,z)  r^o, 

,  p.       ,   .  ,     ^,  F,(x,y,z)  =  o 

a  I  intérieur  de  S. 
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SupposoDS  maintenant  qu'il  y  ait  à  l'intérieur  de  S  un  point  P 
correspondant  à  une  racine  commune  aux  trois  équations.  Au  lieu 
de  calculer  I  en  intégrant  le  long  de  S,  nous  pouvons  intégrer  le 
long  d'une  surface  quelconque  entourant  le  point  P.  Or  prenons 
ce  point  pour  origine  et  développons  Fi,  Fo,  F3  d'après  la  for- 
mule de  Tajlor,  , 

Fi(x,  y,  z)  -  a^x  -i-  b^y  -\-  Ciz  -^  .  . .  , 

¥ ^{x ,  y ,  z)  =  a^x  -T-  b^ y  -^  c^z  -^ . . . , 
¥-i{x.  y,z)  =^a^x-r-b^y -^  c^z-^ 

On  montre,  comme  dans  le  cas  de  deux  équations,  que  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur,  quand  on  réduit  Fi,  F2,  F3  aux 
termes  du  premier  degré.  L'intégrale  I  devient  alors 


^-// 


X  dY  dz  -^  y  dz  dx  -\-  z  dx  dy 


[(aia?-h6ijK+Ci-s)2-h(a2^+^2jK+C2^)-4-(a3^+è3jK-f-C3^)2]^ 


en  posant 


D^ 


ai  b\  Cl 
a^  b^  c=i 
<^3     b-i     C3 


qui  est  supposé  différent  de  zéro  et  représente  la  valeur  du  déter- 
minant Ibnctionnel 

d¥i     d¥i     t)F) 

dx       ày       dz 

dY^     d¥^     d¥^ 

dx       dy       dz 

d¥,,     d¥.     r)F3 

dx       dy        dz 
au  point  P. 

Pour  calculer  ï,  prenons  comme  surface  d'intégration  l'ellip- 
soïde 

En    désignant  par  a,   [^,  y  les  angles  faits  par  la  normale  exté- 
rieure à  cette  surface  avec  les  axes,  nous  avons 

\——    I  j  (x  cosoc -hycos'^-h  z  cos^)d'j, 
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OU,  en  appelant  /•  le  rajon  vecteur  allant  du  centre  de  l'ellipsoïde 
à  l'élément  di,  et  cp  l'angle  aigu  fait  par  le  rayon  vecteur  avec  la 
normale. 


'-r 


è// 


r  coso  d<3. 


Mais  l'intégrale  double,  qui  figure  dans  le  second  membre,  est 
égale  à  trois  fois  la  somme  des  pyramides  élémentaires  de  som- 
met P  et  de  base  ^/o-,  et  par  conséquent  égale  à  trois  fois  le  vo- 
lume de  l'ellipsoïde.  Or  celui-ci,  comme  on  le  reconnaît  aisément, 
est  égal  à 


D  I  désignant  la  valeur  absolue  de  D.  iNous  aurons  don< 


D 


i  D 


D'où  le  résultat  suivant,  entièrement  semblable  à  celui  que  nous 
avons  obtenu  dans  le  cas  des  deux  équations  : 

L intégrale  1  est  égale  à  la  différence  entre  le  nombre  des 
racines  contenues  dans  ^,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonc- 
tionnel 

dy 

dy 


dx 
dx 
dx 


d¥^  I 
dz 

r)Fo 

~d^ 
dF,, 
-dl 


est  positif,  et  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  ce  déter- 
minant est  négatif.  r' 

Le  théorème  précédent  a  été  donné  par  M.  Kronecker,  sous 
une  forme  différente,  dans  ses  études  sur  les  systèmes  de  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  {Monatsberichte  der  Académie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin,  1 869)  ^  il  peut  être  étendu  à  un  nombre 
quelconque  d'équations. 

On  voit  le  rôle  essentiel  joué  dans  cette  question  par  le  signe 
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du  déterminant  fonctionnel.  Remarquons  aussi  que  l'intégrale  I 
prend  une  forme  toute  différente  si,  au  lieu  des  trois  équations 
primitives,  on  forme  avec  elles  une  combinaison  linéaire.  Par  suite, 
l'intégrale  qui,  au  signe  près,  ne  devrait  pas  changer,  ne  se  pré- 
sente pas  sous  une  forme  invariante.  11  semble  donc  que  le  résul- 
tat précédent,  si  intéressant  qu'il  soit,  appelle  encore  de  nou- 
velles recherches. 


^28  INTÉGRALES    SIMPLES    ET    MULTIPLES. 


CHAPITRE  y. 

DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


I.  —  Définition  et  propriétés  fondamentales  des  intégrales  multiples. 

1.  D'une  sommation  double,  on  passe  tout  naturellement  à  une 
sommation  d'un  ordre  n  de  multiplicité  étendue  à  n  variables. 
Prenons  d'abord  le  cas  de  trois  variables  x^  y,  z  et  considérons 
.r,  y,  z  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans 
l'espace.  Nous  menons  trois  systèmes  de  plans  respectivement  pa- 
rallèles aux  plans  de  coordonnées.  Ce  réseau  de  plans  découpe 
l'espace  en  parallélépipèdes  rectangles.  A  chaque  point  [xi^yhjZi), 
nous  associons  le  parallélépipède  ayant  pour  côtés  les  expressions 
positives  (^/+,  —  xt),  {yk+\  —yk),  (-/+i  —  w).  Soient  maintenant 
un  volume  V  el  f{x^y^  z)  une  fonction  continue  de  x^y,z\\Q 
forme  la  somme  triple 

étendue  à  tous  les  points  {xi^yk^Zi)  situés  à  l'intérieur  du  vo- 
lume. On  démontrera,  comme  dans  le  cas  de  deux  dimensions 
(Chap.  IV),  que  cette  somme  a  une  limite  toujours  la  m,ôme,  quelle 
que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  parallélépipèdes  tendent  vers 
zéro.  Rien  n'est  à  changer  au  mode  de  raisonnement.  Nous  aurons 
certains  parallélépipèdes  irréguliers,  c'est-à-dire  sortant  partielle- 
ment du  volume  V,  comme  nous  avions  précédemment  des  rec- 
tangles irréguliers.  La  somme  des  volumes  de  ces  parallélépipèdes 
irréguliers  tend  vers  zéro  ;  pour  le  voir,  on  pourrait  étendre  au 
cas  actuel  la  première  démonstration  employée  (Chap.  tV,  §  6), 
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mais  la  discussion  serait  minutieuse.  La  seconde,  au  contraire,  s'é- 
tendra d'elle-même;  nous  supposerons  la  surface  S  comprise  dans 
le  volume  limité  par  deux  surfaces  polyédrales  variables,  l'une  ex- 
térieure, l'autre  intérieure  à  S,  ces  surfaces  étant  telles  que  le 
volume  compris  puisse  toujours  être  rendu  moindre  qu'une  quan- 
tité £  donnée  à  l'avance.  Dans  ces  conditions,  les  parallélépipèdes 
irréguliers,  à  partir  d'un  certain  moment,  sont  tous  compris  entre 
ces  deux  surfaces  polyédrales  et,  par  suite,  la  somme  des  volumes 
de  ces  parallélépipèdes  tend  vers  zéro,  l^a  limite  obtenue  se  re- 
présentera par 


(0 


/  /  ffi^^  7'  ^)  ^^  ^J  ^^-j 


et  on  dira  que  cette  intégrale  triple  est  étendue  au  volume  V. 

Quand  on  passe  à  un  nombre  n  de  dimensions,  l'image  géomé'- 
trique  fait  défaut,  mais  l'extension  n'en  est  pas  moins  possible. 
Dans  une  multiplicité  à  n  dimensions,  nous  considérons  l'en- 
semble continu  des  valeurs  des  n  grandeurs  Xi,  ^o,  ...,  x,i. 
satisfaisant  à  une  ou  plusieurs  inégalités  de  la  forme 

(•>.)  Cp(a7i,rr2,    ...,Xa)  >0, 

et  nous  supposons  que  les  valeurs  des  x^  satisfaisant  à  ces  inéga- 
lités, restent  inférieures,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  fixe. 
Telle  serait,  par  exemple,  la  multiplicité  définie  par  l'unique 
inégalité 

Soit  maintenant  une  succession  de  valeurs  croissantes  de  x^^ 
puis  de  ^27  •  •  •  et  de  Xn-  Nous  formons  la  somme  multiple 

^^  .  .  .^ /(JCI,  372,  .  .  .  ,  37^)  Aa7i  Aa?2.  .  .  A.r,e, 

A^,  désignant  raccroissement  positif  de  x^  quand  on  passe  de  la 
valeur  désignée  d'une  manière  générale  par  x^  à  la  suivante,  et 
pareillement  pour  A^2j  •••7  ^Xn'  Cette  somme  est  étendue  aux 
valeurs  considérées  de  x^ ,  ^25  •••?  ^n  satisfaisant  aux  inégalités  (2). 
Elle  a  une  limite  que  l'on  représente  par 

'"     f(^u  ^2,  ■  ",  ^n)  dxi  dx-i . . .  dx,i  : 
P.  -  I.  Q 
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c'est  une  intégrale  multiple  d'ordre  /z,  étendue  au  contlnuum  défin 
par  les  inégalités  (2). 


2.  Revenons,  pour  plus  de  simplicité,  aux  intégrales  triples. 
Le  calcul  de  l'intégrale  (i)  se  ramènera  à  un  calcul  d'intégrales 
simples.  Effectuant  d'abord  la  sommation  en  laissant  x  el  j^  con- 
stants, et  faisant  tendre  seulement  les  dz  vers  zéro,  nous  écrirons 
l'intégrale  sous  la  forme 


jjdxdyjfix,y,z 


)dz. 


Une  parallèle  à  l'axe  des  z  correspondant  à  un  système  de  valeurs 
{^,y)  rencontrera  la  surface  en  un  nombre  pair  de  points,  qui 
pourra  être  variable  :  supposons  qu'il  y  ait  quatre  points,  et  soient 
^n  ^2,  '-31  ^.',  les  valeurs  correspondantes  de  z  (Zi<Cz.2<.Zs<^Zf,) 
qui  sont,  en  général,  des  fonctions  de  œ  et  y. 
On  aura  à  prendre  l'intégrale 


/• 


f{x,y,z)dz, 


entre  Zt  et  ^o,  P"is  entre  ^3  et  Z',  ;  c'est  en  effet  pour  ces  valeurs 
de  z  que  l'on  sera  à  l'intérieur  du  volume.  Posons 

/      f(.^,y,^)dz~^f    /(x,y,z)dz=^^^{.T,y). 

11  nous  reste  à  faire  la  sommation  double 

/  /  *(^5  7)  dx  dy, 

étendue,  dans  le  plan  des  (.r,jK),  à  l'aire  limitée  par  le  contour 
apparent  de  la  surface  sur  ce  plan. 

3.  Le  changement  des  variables  de  sommation  se  fera  dans  une 
intégrale  triple,  en  suivant  les  mêmes  principes  que  pour  les  inté- 
grales doubles.  On  suppose  que  les  trois  équations 

X  ^  f{u,  (•,  w\ 
z-^^{u,v,w) 


INTÉGRALES    MULTIPLES. 


3l 


établissenl  une  correspondance  uniforme  entre  un  volume  V  rap- 
porté aux  axes  {œ^y^z)  et  un  volume  U  rapporté  à  des  axes 
(f/,  (',  w).  Dans  ces  conditions,  le  déterminant  fonctionnel 


¥  àf  dl 

du  dç  dw 

do  ^cp  do 

du  dç  div 

d^  d'\>  d^ 

du  dv  dw 


est  différent  de  zéro  pour  tous  les  points  du  volume  U. 

Pour  effectuer  le  changement  de  variable,  on  écrira  l'intégrale 
sous  la  forme 


/  dz  j  J¥{x,y,  z)dxdy, 


et,   laissant   z  constant,   on  remplacera   les   variables  x  et  y  par 
//  et  V. 

Pour  cela,  nous  calculerons  le  déterminant  fonctionnel  de  x 
cl  y  par  rapport  à  u  et  r,  en  considérant  iv  comme  une  fonction 
de  ces  variables  satisfaisant  à  la  relation 

z  =  'h(u,  V,  w), 

où  z  est,  pour  le  moment,  une  constante.  Remplaçant  alors  l'élé- 
uient  dx  dy  par  l'élément  -.çdu  dv^  nous  avons  l'intégrale 


dw 


D 


Y ix.r,  z)  -.,' dz  du  dv. 


dw 


d^ 


r.aissant  ensuite  u  et  v  constant,  on  remplace  dz  par  y-div,  et 


nous  obtenons  l'intégrale 


ff.P 


V(x,y,  z)D  du  dv  dw. 


Nous  n'avons  pas  tenu  compte  des  signes  ;  le  produit  dx  dy  dz 
dans  l'intégrale  proposée  étant  positif,  si  nous  considérons  auss 
dudvdw  comme  positif,  il  faut  remplacer 

dx  dy  dz     par     zD  du  dv  dw, 
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£  étant  ±  I,  suivant  que  D  est  positif  ou  négatif.  Finalement  on  a 

JJ  fF(x,y,  z)  dx  dy  dz  =  j^  f  Cf (f,  cp,  t]>)E  D  du  dv  dw, 
la  seconde  intégrale  étant  étendue  au  volume  U. 

4.    Arrêtons-nous  sur  le  cas  ou  F  =:  i .  L'intégrale 
(3  Ç  fÇdxdydz 

étendue  à  V  sera,  par  définition,  le  volume  contenu  dans  la  sur- 
face qui  limite  V.  On  peut  la  ramener  à  l'intégrale  double 

J  J(z._~zi)dxdf, 

en  nous  bornant  au  cas  où  une  parallèle  à  l'axe  des  z  rencontre  la 
surface  limite  en  deux  points  dont  les  z  sont  z-t  et  ^..{zi  <<  z-2). 

L'intégrale  (3)  est  indépendante  du  système  d'axes  de  coordon- 
nées rectangulaires,  auquel  est  rapportée  la  surface.  Si  l'on  fait  en 
eflet  un  changement  d'axes,  les  nouvelles  coordonnées  x'^  y' ^  z' 
sont  des  fonctions  linéaires  des  anciennes,  et  le  déterminant  fonc- 
tionnel est  égal  à  zh  i  ;  on  a  donc,  d'après  la  règle  relative  au 
changement  de  variables, 

j  I  j  dx  dy  dz  =  1   I  j  dx'  dy'  dz'. 

On  aura  souvent  à  remplacer  les  coordonnées  rectangulaires 
par  les  coordonnées  polaires  p,  Q,  ^.  Les  formules  sont 

a?  =  p  sinO  costj;,        j' =  p  sinO  sinij;,         ^  =  pcos6, 

et,  par  suite, 

dx  dy  dz  =  p^  sin  0  dp  d^  d^. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  le  volume  V  d'une  sphère  de 
rayon  R  ;  on  aura 


v  = 


\       /       /        p2sinO«;p^O^'];  =  :|7:R3, 
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II.  —  Cas  OÙ  la  fonction  devient  infinie  ou  indéterminée. 

o.  Il  a  toujours  été  essentiellement  supposé,  dans  tout  ce  qui 
précède,  tant  pour  les  intégrales  doubles  que  pour  les  intégrales 
multiples,  que  la  fonction  qui  figure  sous  le  signe  d'intégration 
restait  finie  et  déterminée  dans  toute  l'étendue  du  champ  d'inté- 
gration. En  prenant  d'abord  une  intégrale  double,  supposons  que 
la  fonction  f[x,  y)  devienne  infinie  ou  indéterminée  eh  un  point 
{a^  h)  à  l'intérieur  du  champ  d'intégration  D  :  dans  quels  cas  j 
aura-t-il  lieu  d'attribuer  un  sens  à  l'intégrale 


// 


f{x,y)dœdy'i 

Traçons  autour  du  point  (<2,  b)  une  petite  courbe  fermée  y,  et 
étendons  l'intégrale  précédente  à  la  portion  du  domaine  D  exté- 
rieure à  cette  courbe.  Si  cette  intégrale  tend  vers  une  limite  tou- 
jours la  même  quand  la  courbe  y  tend  vers  zéro  en  se  rapprochant 
indéfiniment  du  point  (a,  b)  suivant  une  loi  quelconque,  on 
dira  que  l'intégrale  a  un  sens  et  représente  précisément  cette 
limite.  Le  point  (a,  b)  peut  d'ailleurs  être  sur  le  périmètre  de  D  : 
on  considérera  un  arc  y  autour  de  ce  point  et  à  l'intérieur  de  ce 
domaine. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  double 


{a  >  o,     a'>  o), 


\{x^y)  étant  une  fonction  que  je  supposerai  d'abord  continue 
dans  le  rectangle  d'intégration  et  sur  son  périmètre.  L'intégrale  se 
calcule  immédiatement  et  l'on  obtient 

V(a,  a')  +  V(o,  o)  —  V(o,  a')  —  V(«,  o). 

Supposons  maintenant  que  y{x,y)  soit  infinie  ou  indéter- 
minée pour  X  =  o^  y  =  o.  Nous  détacherons  du  rectangle  (a,  a') 
un  petit  rectangle  dont  les  côtés,  suivant  les  axes,  soient  respecti- 
vement £  et  £'.  ^ 


L'intégrale 


// 


S^^''-^' 
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étendue  au  rectangle  primitif  diminué  de  ce  petit  rectangle  sera, 
comme  le  donne  un  calcul  immédiat, 

V(a,  a')  -  V(a,  o)  -  V(o,  a')  -f-  V(£,  o)  4-  V(o,  s')  -  V(£,  0'). 

Or,  quand  î  et  z'  tendent  vers  zéro,  l'expression 

V(£,o)  +  V(o,s')-V(£,s') 

peut  être  ou  infinie,  ou  avoir  une  limite  variable  avec  la  limite  du 
rapport  ^-' 

C'est  ce  que  va  nous  montrer  un  exemple  très  simple.  Soit 

y 

V  =  arc  lang  —  ; 
nous  aurons  l'intégrale  double 

sa  valeur  étendue  au  rectangle  [a,  a')  diminué  du  rectangle  (s,  i') 
sera,  en  prenant  des  arc  tang  compris  entre  o  et  -  / 


a  t 

arc  tang arc  tang- 


qui  dépend  de  la  limite  de  ^.  On  doit  donc  considérer  que  l'inté- 
grale (4)  étendue  au  rectangle  («,  a')  n'a  aucun  sens. 

6.  Les  considérations  qui  précèdent  sont  à  rapprocher  de  la  re- 
marque faite  dans  le  calcul  des  intégrales  doubles,  d'après  la- 
quelle on  peut  faire  les  intégrations  dans  un  ordre  arbitraire.  Ce 
résultat  suppose  essentiellement  que  la  fonction  sous  le  signe  d'in- 
tégration reste  finie  et  bien  déterminée.  Prenons,  par  exemple, 
sans  précaution,  l'intégrale  • 


On  peut  la  calculer  en  sommant  d'abord  par  rapport  k  y  puis 
par  rapport  à  x.  Ceci  revient,  dans  notre  calcul  précédent,  à  poser 
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£'=  a' ^  puis  à  faire  tendre  s  vers  zéro.  L'intégrale,  ainsi  calculée, 

sera  donc  égale  à 

a'        T. 

arc  taner— 

^  a         -2 

Au  contraire,  faisons  d'abord  la  sommation  par  rapport  à  x^ 
puis  par  rapport  ky.  Ceci  revient  à  faire  £  ==^  a  et  à  faire  tendre  £.' 
vers  zéro  ;  ce  qui  nous  donne 

a 
arc  tang—  • 

^  a 

Les  deux  valeurs  ainsi  trouvées  sont  inégales. 

7.  Pour  les  intégrales  triples,  on  peut  évidemment  développer 
des  considérations  analogues. 

Si,  par  exemple,  la  fonction  devient  infinie  en  un  point,  il  faudra 
isoler  ce  point  par  un  petit  volume  le  comprenant,  et  étudier  en- 
suite la  limite  de  l'intégrale  quand  ce  volume  tend  vers  zéro.  Soit, 
par  exemple,  l'intégrale 

dx  dy  dz 


ffm 


r 


étendue  à  un  volume  V  comprenant  l'origine  à  son  intérieur. 
Doit-on  attribuer  un  sens  à  cette  intégrale?  L'emploi  des  coor- 
données polaires  nous  permet  de  répondre  immédiatement  :  l'in- 


tégrale devient 


fff. 


p  sin  6  dp  c?0  d'\i 


et  toute  difficulté  a  disparu  ;  l'intégrale  aura  un  sens. 

Des  circonstances  un  peu  différentes  peuvent  encore  se  pré- 
senter; la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  pourrait  devenir  in- 
finie ou  indéterminée,  non  seulement  en  des  points  isolés,  mais  le 
long  de  certaines  lignes  ou  de  certaines  surfaces.  On  isolera  tou- 
jours les  singularités,  soit  par  une  sorte  de  tube  entourant  la  ligne 
singulière,  soit  par  deux  surfaces  infiniment  rapprochées  de  la  sur- 
face singulière. 
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III.  —  Quelques  formules  relatives  aux  intégrales  triples. 

8.  Soient  A,  B,  G  Irois  fonctions  de  ^,  JK,  z  continues,  ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles;  j'envisage  l'intégrale  triple,  étendue  à  un 
volume  V  limité  par  la  surface  S, 

nous  nous  proposons  de  montrer  qu'on  peut  la  remplacer  par  une 
intégrale  de  surface. 

Prenons  en  effet  le  premier  terme 

Pour  simplifier,  supposons  la  surface  seulement  rencontrée  en 
deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x  ;  soient  x^  et  ^o  {^{  <  ^2) 
les  abscisses  de  ces  points  pour  une  valeur  donnée  de  /  et  z  :  nous 
les  appellerons  le  point  un  et  le  point  deux.  L'intégrale  triple  sera 
égale  à  l'intégrale  double  ^ 


(^) 


j  J[A(X2,  y,  z)  —  X{xi,y,  z)]  dy  dz. 


cette  intégrale  double  étant  étendue  au  contour  apparent  de  la 
surface  sur  le  plan  desy^.  Considérons,  d'autre  part,  l'intégrale  de 
surface 

/   /a(^,  JK,  z)dydz, 

prise  sur  le  côté  extérieur  de  la  surface  S.  Cette  intégrale  de  sur- 
face n'est  autre  chose  que  l'intégrale  (5),  car  pour  le  point  un  la 
normale  extérieure  à  la  surface  fait  un  angle  obtus  ayjgc  l'axe  des 
x^  tandis  qu'elle  fait  un  angle  aigu  pour  le  point  deux.  Nous  au- 
rons de  la  même  manière 

f  f  f^  dx  dy  dz  =   r  Te  dy  dx, 
les  intégrales  dans  les  seconds  membres  étant  encore  des  intégrales 
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de  surface  étendues  au  côté  extérieur  de  la  surface  S.  De  là  ré- 
sulte la  formule  importante  et  absolument  générale  que  nous 
voulions  obtenir 


(<') 


I        =  Ç  f(A  dy  dz -{- B  dz  dx -{- C  dx  dy). 


9.  La  formule  précédente  permet  de  résoudre  très  simplement 
le  problème  suivant  déjà  traité  :  Quelle  est  la  condition  pour 
qu'une  intégrale  de  surface  ne  dépende  que  du  contour  limi- 
tant la  surf  ace  sur  laquelle  on  intègre?  Nous  avons  vu  que  cette 
question  revient  à  déterminer  la  condition  pour  que  l'intégrale 


// 


t\.  df  dz  -f-  B  dz  dx  4-  G  dx  dy^ 


prise  le  long  de  toute  surface  fermée,  soit  nulle.  On  a,  par  suite,  en 
se  reportant  à  la  formule  (6), 

J  J  J  \dx        dy        dz)  -^ 

cette  intégrale  étant   étendue   à  un   volume  quelconque,    ce  qui 

exige 

dk       ()B        ^  _ 

dx        dy        dz 

Une  autre  application  de  la  formule  (6)  s'obtient  en  faisant 

A  =  ^,        B=7,        G  =.  :;, 
ce  qui  donne 

/   /  j  dx  dy  dz  ^  -   j   j  x  dy  dz  -h  y  dz  dx  -\-  z  dx  dy . 

On  peut,  par  conséquent,  exprimer  le  volume  limité  par  une  sur- 
face fermée  sous  forme  d'intégrale  double  étendue  à  cette  surface, 
et  ce  résultat  est  à  rapprocher  de  l'expression  d'une  aire  plane  à 
l'aide  d'une  intégrale  curviligne. 

10.  La  formule  (6)  \a  nous  conduire  à  une  relation  célèbre, 
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connue  sous  le  nom  de   théorème  de  Green.  Envisageons  l'inté- 
grale 

U  et  V  étant  deux  fonctions  continues  dans  un  volume  limité  par 
une  surface  fermée  S.  De  l'identité 

âx    da^  dxV    ùx)  ^7^2' 

et  des  identités  analogues  obtenues  en  remplaçant  successivement 
X  parjK  et  z,  on  déduit,  en  posant  AV=  "^'-^  +  "^  +  '^-^, 

-fffv^ydxdydz. 

La  formule  (6)  permet  de  remplacer  la  première  de  ces  intégrales 
par  l'intégrale  de  surface 


// 


en  introduisant  les  angles  a,  [3,  y  faits  par  la  direction  de  la  nor- 
male extérieure  à  la  surface  avec  les  axes  de  coordonnées.  Nous 
aurons  donc 

La  quantité  entre  crochets  dans  l'intégrale  double  peut  être 
écrite  sous  une  forme  plus  condensée,  en  introduisant  la  dérivée 
dans  le  sens  de  la  normale.  Nous  appellerons,  d'une  manière  gé- 
nérale, dérivée  d'une  fonction  V  en  un  point  A'(^,  r,  z), 
dans  la  direction  Kn  menée  par  le  point  A,  la  limite  du  rapport 
de  l'accroissement  de  la  fonction,  quand  on  passe  du  point  A  à  un 
point  infiniment  voisin  A^  sur  la  direction  An,  à  la  distance  posi- 
tive AA'=  dn  :  on  désigne  cette  dérivée  par  -  -  •  Soient  a,  ,3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  demi-droite  Aaï;  on  a  évidemment 

^V  _  d\  dx       d\  dy       dV  dz       d\  ô\  oY 

cTn  -  Tx  liiT^^dn-^  dz   dn  =  ^  "^'^  ^^  Oy  "^''^  "^  àz  '^''^- 
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En  chaque  point  de  la  surface  S,  introduisons  la  dérivée  de  V 
par  rapport  à  la  normale  extérieure  au  volume  que  limite  S,  la  va- 
leur de  r  devient 


=/>^^'^-//>^^''"<^^''^ 


formule  intéressante  en  elle-même,  mais  surtout  en  ce  qu'elle 
nous  donne  de  suite,  en  permutant  U  et  V  et  retranchant,  la  re- 
lation 

Si  nous  voulons  introduire  les  dérivées  dans  la  direction  de  la 
normale  intérieure  à  la  surface,  il  suffira  de  changer  le  signe  du 
premier  terme,  et  on  aura  la  formule  définitive,  dite  formule  de 
Green, 

SS^^  l-'^fy-  -///(  u  AV  -  V AU  )  </x  rf^  rf.  =  o. 

Cette  formule  est  générale  ;  elle  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre 
<les  surfaces   qui  limitent  le  volume.  11  importe  seulement,  dans 

son  application,  de  prendre  toujours  les  dérivées  y-?  -j-  dans  le 

sens  de  la  normale  intérieure  au  volume  que  V on  étudie.  Si, 
par  exemple,  nous  considérons  l'espace  compris  entre  deux  sphères 
concentriques,  l'intégrale  double  qui  figure  dans  la  formule  de 
Green  se  composera  d'une  somme  de  deux  intégrales.  Pour  la 
sphère  extérieure  les  dérivées  devront  être  prises  dans  le  sens  de 
la  normale  intérieure  à  la  sphère  qui  est  en  même  temps  la  nor- 
male intérieure  au  volume  étudié;  pour  la  sphère  intérieure,  au 
contraire,  les  dérivées  devront  être  prises  dans  le  sens  de  la  nor- 
male extérieure  à  cette  sphère,  qui  est  le  sens  de  la  normale  inté- 
rieure au  volume  compris  entre  les  deux  sphères. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

L'ÉQUATION  DE  LAPLACE  ET  SES  APPLICATIONS. 
DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES. 


CHAPITRE  VI. 

DE  L'ÉQUATION  DE  LAPLACE. 


I.  —  Formule  fondamentale.  Énoncé  du  principe  de  Dirichlet. 
1.  L'équation  suivante 

a-2u     dm     dm  _ 

qu'on  peut  appeler  Véquation  de  Laplace,  joue  dans  plusieurs 
théories  un  rôle  très  important,  et  nous  aurons,  dans  ce  Livre 
même,  l'occasion  de  la  rencontrer  en  étudiant  la  théorie  de  l'al- 
traction.  Nous  allons,  comme  application  des  transformations  gé- 
nérales faites  sur  les  intégrales  multiples,  étudier  les  principales 
propriétés  des  fonctions  satisfaisant  à  cette  équation. 

Une  première  relation  nous  sera  de  suite  fournie  par  l'applica- 
tion du  théorème  de  Green. 

Désignons  par  U  et  V  deux  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres,  dans  un  volume  li- 
mité par  une  ou  plusieurs  surfaces.   La  formule  de  Green  nous 
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donne  immédiatement,  si  U  et  V  satisfont  à  l'équation  de  Laplace, 

et  cette  intégrale  pourra  être  une  somme  d'intégrales  prises  comme 
il  a  été  dit  plus  haut,  si  le  volunje  envisagé  est  limité  par  plusieurs 
surfaces . 

Avant  de  déduire  une  conséquence  fondamentale  de  cette  for- 
mule, faisons  quelques  remarques  : 

D'abord,  si  l'on  fait  dans  la  formule  précédente  U  =  i,  on  aura 


J  J    d,i 


Ainsi,  si  une  fonction  continue  V  satisfait  à  l'équation  AV=  o^ 
l'intégrale  (2),  prise  pour  toute  surface  fermée,  est  nulle. 

En  second  lieu,  une  solution  particulière  de  l'équation  de  La- 
place  nous  est  donnée  par 


,.  =  /(^  _:",,)2_^  (^,  _  ^)2^_  (  3  _  cy 


«,  6,  c  désignant  trois  constantes  arbitraires;  c'est  ce  qui  se  vérifie^ 
immédiatement. 

Enfin,  en  désignant  d'une  manière  générale  par  P  le  poini 
de  coordonnées  x^  r,  ^,  par  A  le  point  (<7,  ^,  c),  cl  par  Vn  une 
droite  menée  par  le  point  P,  (cherchons  quelle  sera  la  dérivée  de 

-  dans  cette  direction.  On  aura 


''^   ■         * 


dn  /•-  dii^ 

or 

/•2  =r:  (.-r  —  af-\-  {y    --h)^-^~{z  —  c) 

par  suite, 


/•-  dn^ 


dr  dx  1  \dy       ,  .  dz 


d'où  se  conclut 

dr  . 

-,-   =  —  cos(  /',  n), 
dn  ^ 
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en  désignant  par  (/•,  n)  Fangle  fait  par  la  direction  PÂ  avec  la  di- 
rection Vu.  On  a  donc 


4 


I 

rj         cos  (;%/?) 


dn 


2.  Ces  remarques  faites,  soit  V  une  solution  quelconque  de  l'é- 
quation AV=  o,  continue  dans  un  volume  limité  par  une  ou  plu- 
sieurs surfaces  S;  considérons  la  fonction 


le  point  A(<7,  b^  c)  étant  à  l'intérieur  du  volume. 

La  formule  (i)  n'est  pas  applicable  aux  deux  fonctions  -  et  V, 
puisque  la  première  n'est  pas  continue  dans  le  volume  que  nous 
étudions;  mais  décrivons  autour  de  A  une  sphère  et  envisageons  le 
volume  compris  dans  le  volume  initial  et  extérieur  à  cette  sphère  S. 
Nous  pourrons  alors  appliquer  la  formule  (i)  qui  s'écrira 


ff{iS:-4)'---ff{}.S-4) 


de; 


J^a  première  intégrale  est  étendue  aux  surfaces  S  limitant  le  vo- 
lume, et  la  seconde  à  la  sphère  S.  Les  dérivées  qui  figurent  dans 
cette  dernière  sont  prises  dans  la  direction  de  la  normale  extérieure 
à  la  sphère;  si  nous  les  supposons  prises  sur  la  normale  intérieure 
à  la  sphère,  nous  devrons  changer  le  signe  de  l'intégrale  et  écrire 

^  s 

La  première  intégrale  ne  doit  pas  dépendre  du  rayon  de  la 
sphère  S;  elle  a  une  valeur  très  simple  que  nous  allons  calculer. 
Tout  d'abord,  /•  étant  constant  sur  '^,  le  premier  terme  de  cette  in- 
tégrale est  égal  à 

dV  . 

dn"^'' 


rf.r 


et  par  suite  est  nul,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (§  1). 
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Le  premier  membre  de  (3)  se  réduit  donc  à 


(4) 


^^  '^'--  kff^''''^'^  n)d.^-^Jfyd., 


puisque,  sur  la  sphère,  cos(/-,  n)  =  i . 

Soient,   d'autre  part,    sur  la  sphère   S  de  rayon  /',  M  et  m  1( 
maximum  et  le  minimum  de  la  fonction,  l'intégrale  double 


// 


Y^cr 


sera  comprise  entre  M. 4'^''"  et  m.^Tzr-.  L'intégrale  (4)  sera  donc 

comprise  entre 

—  4''^M     et     —^Tz/n. 

Mais  le  rajon  /-  est  arbitraire  et  peut  tendre  vers  zéro;  M  et  ;??  dif- 
fèrent donc  aussi  peu  qu'on  veut  de  V(«,  b,  c),  etl'expression  (4), 
d'ailleurs  indépendante  du  rajon  de  la  sphère  S,  a  pour  valeur 

—  4'^  ^(<^j  b,  c), 

ce  qui  nous  conduit  à  la  formule  fondamentale 


(5) 


4TC 


r 

d/i 


cty 

dn 


d., 


qui  fait  connaître  la  valeur  de  V  en  un  point  quelconque  (a,  0,  c) 

dY 
de  l'intérieur  du  volume,  en  fonction  des  valeurs  de  Y  et  de  -,—  à 

'  d/i 

la  surface. 

On  peut  donner  une  formule  analogue  pour  le  cas  où  la  fonc- 
tion V  satisferait  à  l'équation  de  Laplace  en  dehors  deja  surface  S; 
mais,  ici,  il  est  nécessaire  de  faire  une  hypothèse  sur  la  manière 
dont  V  et  ses  dérivées  du  premier  ordre  se  comportent  à  l'infini. 
Nous  supposerons  que,  pour  (^,  y,  z)  très  grand,  on  ait 


|Vi< 


M 


dx 


dv 


et 


^1        E 


(^2_^^2_:.-^R2), 


M  désignant  un  nombre  fixe. 
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Ceci  posé,  décrivons,  de  Toiigine  comme  centre,  une  sphère  S'  de 
l'avon  très  grand  R  :  le  point  A  sera  compris  entre  la  surface  S  et 
cette  sphère;  nous  considérons  toujours  la  sphère  S  de  rayon  r, 
ayant  pour  centre  A.  Appliquons  la  formule  de  Grcen  à  l'espace 
limité  par  les  surfaces  S,  S  et  S^  Faisant  de  suite  tendre  r  vers 
zéro,  nous  aurons,  en  raisonnant  comme  plus  haut, 

4'^  J   J     \     dn        r  dn   !  k"^  J    J    \     dn        r 


-,  -     /  «T. 

dn 


La  seconde  intégrale  est  égale  à  zéro.  En  effet,  elle  peut  s'écrire, 
(Ml  employant  sur  la  sphère  2'  les  coordonnées  polaires  9  et  (!;, 

Or  -  est  très  voisin  de  l'unité,  V  tend  vers  zéro  et  -^-  a   une 
/•  du 

valeur  absolue  moindre  que  -^-  Cette  intégrale  est  donc  moindre 

en  valeur  absolue  qu'une  quantité  donnée  quelconque,  quand  le 
rayon  R  augmente  indéfiniment.  Or  elle  a  une  valeur  indépendante 
de  R  :  elle  est  rigoureusement  nulle.  Nous  avons  donc  la  formule 

4  TT  ^/      .y       \     dn       r  dn  J       ' 
S 

les  dérivées  étant  ici  prises  sur  la  normale  extérieure  à  la  surface. 

3.  Appliquons  la  formule  (5)  au  cas  très  particulier  où  la  sur- 
face S  se  réduit  à  une  sphère  S,  de  centre  (<2,  b^c)  et  de  rayon  R; 
elle  se  réduira,  d'après  le  calcul  fait  plus  haul,  à 


^'("'  "'  ^)  =  ■d^Jf'-' 


d^. 


Nous  allons  en  tirer  avec  Gauss  un  théorème  de  la  plus  haute 
importance  : 

Utie  fonction   Vi^x^y^z)   continue  dans  le  voisinage  d'un 
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point  (rt,  b^  c)et  saLisfaisaiiL  à  V équation 

ne  peut  avoir  au  point  («,  ^,  c)  ni  maximum  ni  minimum. 

Supposons  en  effet  que  la  fonction  V  possède  en  ce  point  un 
maximum  ;  en  prenant  R  assez  petit,  on  aui^a,  pour  tout  point  de 

la  sphère  2, 

V(x,jK,  ^)  <  V(>,  h,  c), 

cette  inégalité  excluant  l'égalité,  d'où  nous  concluons,  en  multi- 
pliant  par  70^  et  intégrant. 


dniff''^'<^^^' ''''>' 


inégalité  absurde,  puisque  les  deux  membres  sont  précisément 
égaux. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  la  fonction  V(^,jk7  ^) 
ne  peut  avoir  de  minimum. 

4.  Une  conséquence  immédiate  de  l'impossibilité  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum  est  le  théorème  suivant  : 

//  ne  peut  exister  deux  fonctionsY  ^  satisfaisant  à  V  équation 
de  Laplace,  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres  à  V  intérieur  d^  une  surface,  et  prenant 
sur  cette  surface  les  mêmes  valeurs. 

Supposons  en  effet  qu'il  existe  deux  telles  fonctions,  leur  dif- 
férence W  satisfera  à  l'équation 

AW  =  o 

et  s'annulera  sur  la  surface.  Elle  devrait  donc  avoir  à  l'intérieur 
soit  un  maximum,  soit  un  minimum,  ce  qui  est  eU' 'contradiction 
avec  le  théorème  que  nous  venons  d'établir.  W  doit  donc  être 
identiquement  nulle,  c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  consi- 
dérées sont  identiques. 

On  peut  démontrer,  de  la  même  manière,  qu'il  ne  peut  exister 
deux  fonctions  V  continues  à  V extérieur  d'une  surface  fermée  S, 
tendant  vers  zéro  quand  le  point  {x^y.^  z)  s'éloigne  à  l'infini  d'une 
manière  quelconque,   et  prenant  la  môme   succession  de  valeurs 
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sur  la  surface  S.  En  effet,  leur  différence,  s'annulant  sur  la  surface 
et  à  1  infini,  devrait  avoir  quelque  part  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum. 

On  voit  le  problème  que  suggère  le  théorème  précédent  : 
Si  l'on  se  donne,  sur  une  surface  fermée  S,  une  succession 
continue  de  valeurs  associées  chacune  à  un  point  de  la  surface, 
il  ne  peut  exister  qu.'une  seule  fonction  continue  à  l'intérieur 
de  S,  satisfaisant  à  l'équation  de  Laplace,  et  prenant  sur  la  sur- 
face S  les  valeurs  données.  Cette  solution  existe-t-elle  toujours, 
et  comment  peut-on  la  déterminer? 

C'est  là  un  problème  célèbre,  désigné  souvent  sous  le  nom  de 
problème  ou  principe  de  Dirichlet,  et  dont  nous  allons  main- 
tenant nous  occuper.  La  formule  fondamentale  (5)  n'en  donne 
pas  la  solution,  puisque  sous  le  signe  d'intégration  se  trouve,  non 

seulement  V^,  mais  aussi  la  dérivée  -r-;  nous  sommes  assuré  que  les 

valeurs  de  ces  deux  expressions  sur  la  surface  sont  liées  les  unes 
aux  autres,  mais  nous  ne  pouvons  cpie  concevoir  cette  dépen- 
dance. Il  j  a  un  cas  cependant  où  un  artifice  permet  d'éliminer  la 

dS 
dérivée  -y-;  nous  allons  l'approfondir. 

II.  —  Problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  d^une  sphère. 

5.  C'est  dans  le  cas  où  la  surface  S  se  réduit  à  une  S])lièrc  que 
nous   allons   pouvoir   éliminer  de  la  formule   (5)   la  dérivée  ~j- - 

Rappelons  à  cet  effet  une  propriété  élémentaire  de  la  sphère. 
Soit  A  un  point  intérieur  à  une  sphère  S  de  rayon  R  et  de  centre  O, 
le  point  conjugué  A,  sera  sur  le  diamètre  OA,  et  l'on  aura 

Le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  M  de  la  sphère 
aux  deux  points  A  et  A,  est  constant,  et  l'on  a 

MA   _  OA 
Ma;  ~  "H  * 

Si  (a,  ^,  c)  et  («,,  ^j,c,)  désignent  les  coordonnées  de  A  et  A,, 
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je  poserai 

La  formule  (o)  nous  donne  d'abord 


\{a,b,c) 


y  - —    --  fd:!. 

an        r  dn 


D'autre  part,  en  appliquant  la  formule^de  Green  aux  fonctions  V 
et  —  continues  toutes  deux  dans  S,  puisque  le  point  A,  est  exté- 
rieur à  la  sphère,  on  a 


-JA 


ri  1    dY 

dn         r,    dn 


da. 


Posons  OA  =  /  et  OA,  =  l^  ;  nous  multiplions  la  dernière  éga- 
lité par  y  et  nous  la  retranchons  de  la  précédente.  Jl  vient  ainsi, 
|)uisque  -  =  y  —  sur  la  sphère, 


y  {a,  b,  c) 


4  '^  e^^      t^/  \  dn         l     dn 


-    ]d^. 


d\ 


L'artifice  précédent  nous  a  donc  permis  d'éliminer  -7-  et  d'ex- 
primer V  en  un  point  quelconque  de  l'intérieur  de  la  sphère  à 
l'aide  de  ses  valeurs  sur  la  surface. 

Faisons  explicitement  le  calcul  de  l'expression  précédente.  La 
(piantité  entre  crochets  sous  le  signe  d'intégration  peut  s'écrire 

—  cos{r,  n) Y  —  cos(/'i,  n). 

Soit 

o  =  (r,  n)  =  OMA,         o^  =  (ri,  n)  =  OMAi. 

Or,  dans  les  deux  triangles  OMA  et  OMA,, 

1-2  =  R2_|-  r^  —  2R/'   coscp, 
/f  =  R2 -+-,'!_. 2 R/'i  coscpi. 
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On  formera  de  suite  la  combinaison 

C0S9  R    COSOi  R2 —  /2 
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en  se  rappelant  que  //,  =  R-  et  —  =    -• 
La  formule  trouvée  devient  donc 

qui  pourra  encore  s'écrire,  en  mettant  en  évidence  l'angle  y  formé 
par  OÂ  et  ÔM , 


""^J    J     (R2—  2mCOS7-t-/2 


(7)  Y(a,b,c)  = 


Si  l'on  introduites  coordonnées  polaires  (/,  Oq,  '%)  du  point  A, 

et  (R,  Q,  6)  du  point  (^,  j',  z),  on  aura 

cosy  =  cos6  cosOo+  sinO  sin6o  cos((|;  —  '%) 

et,  si  l'on  veut  prendre  pour  variables  de  sommation  sur  la  sphère 
B  et  '];,  on  posera 

8  variant  de  o  à  ti  et  '^  de  o  à  27:. 

6.   Il  nous  faut  traiter  maintenant  la  question  inverse. 

En  supposant  que  la  fonction  V  sous  le  signe  somme  soit  une 
fonction  continue  V(9,  à)  des  angles  Q  et  rL  qui  fixent  la  position 
d'un  point  sur  la  sphère,  les  formules  (6)  ou  (7)  représentent  une 
fonction  des  coordonnées  a,  h,  c  du  point  A.  Représentent-elles 
une  fonction  de  r/,  />,  c  satisfaisant  à  l'équation 

et  prenant  la  valeur  V(Q,  -}),  quand  le  point  A  se  rapproche  du 
point  de  la  sphère  correspondant  aux  coordonnées  polaires  9  et  <!^? 

Il  en  est  bien  ainsi,  comme  nous  allons  l'établir. 

Tout  d'abord,  la  fonction  V(a,  h,  c)  définie  par  la  formule  (6) 
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satisfait  à  l'équation  de  Laplace.  Cela  résulle  immédiatement  de 
ce  que 

R2—  /2 


considérée  comme  fonction  de  <7,  h,  c,  vérifie  cette  équation.  Le 
calcul  ne  présente  aucune  difficulté,  si  l'on  ne  perd  pas  de  vue 
les  trois  relations 

R2  ^  ^2_^^2_^  -2. 

La  dérivée  seconde  de  l'expression  précédente  par  rapport  à  a  est 
égale  à 

_   >(R^— ^^)  _^  i5(R2— /2)(a— .r)2  __  ^        iia{a  —  x) 
r5  '  ,.7  ,,3  "'  r3  ' 

et  l'on  a  des  expressions  analogues  pour  les  deux  autres  dérivées 
partielles;  la  somme  de  ces  trois  dérivées  est  identiquement  nulle, 
car  . 

/2_|_  ,.2__   R2   =2[«(«  —  ^)-f-^(7>—  r)  +  c(c—  Z)\. 

La  démonstration  du  second  point  est  plus  délicate.  Nous  allons 
suivre  une  marche  analogue  à  celle  que  suit  M.  Schwarz  dans  le 
cas  de  l'équation  de  Laplace  avec  deux  variables  ('). 

7.  Commençons  par  une  remarque  préliminaire.  Si  la  fonction 
donnée  V(0,  '})  se  réduit  à  une  constante,  l'unité,  par  exemple,  il 
y  aura  certainement  une  fonction  V  satisfaisant  à  l'équation  de 
Laplace  et  devenant  égale  à  un  en  tous  les  points  de  la  sphère  :  ce 
sera  la  fonction  V(<7,  ^,  r)  =  i.  D'autre  part,  cette  fonction  doit 
être  donnée  par  la  formule  (7);  on  en  conclut  que 

(R2— /2)6/cr 


cosy  -f-  /■^)2 
quel  que  soit  le  point  (r/,  ^,  c)  à  l'intérieur  de  la  sphère. 

Ceci  posé,  soit  A'  le  point  où  le  rayon  OA  rencontre  la  sphère; 


(')  SciiwARZ,  Jouvîial  de  Crelle,  t.  74. 
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du  point  A/  comme  pôle,  je  décris  un  petit  cercle  correspondant  à 
l'arc  trigonométrique  o.  Ce  petit  cercle  divise  la  sphère  en  deux 
calottes  c  et  G,  dont  l'une,  c,  comprend  le  point  A'.  Partageons 
l'intégrale  (7)  en  deux  parties  :  l'une  relative  à  la  calotte  c,  l'autre 
à  la  calotte  G.  Puisque  la  fonction  V(8,  '];)  est  continue,  on  pourra, 
étant  donné  à  l'avance  un  nombre  £,  aussi  petit  qu'on  voudra, 
choisir  8  assez  petit  pour  que  la  différence  des  valeurs  de  V(0,  d») 
correspondant  à  deux  points  quelconques  situés  sur  la  calotte  c 
soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  s. 

Prenons  maintenant  sur  la  sphère  un  point  fixe  P,  tel  que  l'arc  PA' 
soit  moindre  que  0.  J'écris  l'intégrale  (7),  en  désignant  par  Vp  la 
valeur  de  V(ô,  'h)  au  point  P,  sous  la  forme 


^J   J    (R2--^mcosY-l-/^)*       ^""^J   J    (R2  — a/RcosY^- 


le  premier  terme  se  réduira  à  Vp  d'après  la  remarque  faite  précé- 
demment; nous  allons  chercher  une  limite  supérieure  de  la  valeur 
absolue  du  second. 

Partageons  ce  second  terme  en  deux  parties,  le  champ  d'inté- 
gration étant,  pour  l'une,  la  calotte  c,  pour  l'autre,  la  calotte  G. 
Puisque  sur  la  calotte  c  on  a  |  V  —  Vp  j  <^£,  la  première  partie  a 
une  valeur  absolue  inférieure  à  l'intégrale 


étendue  à  c,  et,  à  plus  forte  raison,  inférieure  à  cette  intégrale 
étendue  à  la  sphère  entière  ;  elle  est  donc  moindre  que  e  en  valeur 
absolue. 

Passons  à  la  seconde  partie;   on  aura,  quand  M  est  sur  la  ca- 
lotte G, 

R2  —  '2/R  cosY  ^-  /2  >  -i l  R(i  -  cosô), 

puisque  cosy  <;  coso.  Si  nous  désignons  par  g  le  maximum  de  la 
valeur  absolue  de  V(B,  ^),  notre  seconde  partie  aura  donc  une  va- 
leur absolue  moindre  que 


^-^-^^"-' 


[•2/R(l  —  COS0)]2 


T7JS' 
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moindre,  par  conséquent,  que 

2^R(IV2.-/-2)       ^ 
[2/R(l—  C0S0)]2 

Or,  on  peut  prendre  /suffisamment  voisin  de  R  pour  que  ce  terme 
soit  aussi  voisin  de  zéro  qu'on  voudra  :  il  en  résulte  que,  quand  le 
point  A,  à  l'intérieur  de  la  sphère,  tend  d'une  manière  quelconque 
vers  le  point  P,  la  fonction  Y  (a,  b,  c)  tend  vers  Vp.  On  a,  en  effet, 
d'après  ce  qui  précède, 

[2/R(l—  cos8)]2 

£  est  donné  à  l'avance  aussi  petit  qu'on  veut  et  /  est  très  voisin 
de  R. 

Le  problème  de  Dlrichlet  est  donc  complètement  résolu  pour 
le  cas  de  la  sphère;  on  peut  se  donner  arbitrairement  la  fonc- 
tion V  sur  la  surface,  en  la  supposant  seulement  fonction  con- 
tinue des  paramètres  B  e^  ^.  La  formule  (7)  donne  l'intégrale  de 
l'équation  de  Laplace,  continue  à  l'intérieur,  et  prenant  les  valeurs 
indiquées  sur  la  surface. 

8.  Avant  de  passer  à  un  cas  [)lus  général,  démontrons  un  théo- 
rème d'une  application  fréquente  et  qui  se  déduit  immédiatement 
de  la  formule  (6)  : 

Si  une  fonction  V(^,  y,  z)  satisfaisant  à  V équation  de  La- 
place est  continue  pour  toute  valeur  finie  de  x^  y  et  5,  et  si  sa 
valeur  absolue  est,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  varia- 
bles, inférieure  à  un  nombre  fixe  M,  cette  fonction  doit  se  ré- 
duire à  une  constante. 

De  l'origine  comme  centre,  avec  un  rajonR,  décrivons  une  sphère 
et  appliquons  la  formule  (6)  pour  l'origine  O  et  le  point  inté- 
rieur A,  nous  avons  Vq  et  V^  désignant  les  valeurs  de  V  en  O  et  A, 


Va 


.-ii.//'^'"'' 
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et,  par  suite, 


dd  cW. 


Or,  supposons  que  Je  rayon  de  R  soit  très  grand,  on  a  toujours, 

par  hypothèse,  |  V  |  <  M  ;  mais  -  sera  évidemment  très  voisin  de 

l'unité  pour  tous  les  points  de  la  sphère,  puisque  le  point  A  reste 
fixe.  La  fraction 

R(R2_/2) 

sera  donc  aussi  très  voisine  de  Funité.  Il  en  résulte  que  la  différence 
Vo  —  Vv  aune  valeur  absolue  moindre  que  toute  quantité  donnée  ; 
or,  c'est  une  quantité  fixe  :  elle  est  donc  rigoureusement  nulle.  On 
a  ainsi 

Va  -  Vo. 

La  fonction  V  en  un  point  arbitraire  A  a  la  même  valeur  qu'à 
l'origine;  elle  est  constante,  comme  nous  voulions  l'établir. 


III.  —  Sur  une  généralisation  de  Tintégrale  de  Gauss. 

9.   Dans  un  Chapitre  précédent  (Chap.  IV,  §  22),   nous  avons 
considéré  l'intégrale  de  Gauss 

(8)  ff'-^^^d. 

étendue  à  une  surface  fermée,  r  désignant  la  distance  d'un  point 
fixe  A  à  un  point  M  de  l'élément  variable  d<j  de  la  surface,  et  l'angle 
(r,  /?),  que  nous  désignerons  maintenant  par  cp,  représentant  l'angle 
de  la  direction  MA  avec  la  normale  intérieure  à  la  surface  au 
point  M.  Nous  avons  démontré  que  cette  intégrale  était  égale  à  4'^ 
quand  le  point  A  était  intérieur  à  la  surface,  et  égale  à  zéro  quand 
il  est  extérieur.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que 
la  surface  donnée  S  est  une  surface  convexe,  ayant  en  chaque  point 
un  plan  tangent  déterminé  :  c'est  le  cas  pour  lequel  nous  traite- 
rons, dans  la  Section  suivante,  le  problème  général  de  Dirichlet; 
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coscp  est  alors  Loujours  positif  quand  le  point  est  à  l'intérieur  ou 
sur  la  surface. 

Dans  ces  conditions,  nous  voyons  de  suite  quelle  sera  la  valeur 
de  l'intégrale  (8)  en  tout  point  de  la  surface.  Elle  est  égale  à  27:, 
puisqu'elle  représente  la  somme  des  ouvertures,  évaluées  sur  la 
sphère  de  rayon  un,  des  angles  solides  sous  lesquels,  du  point  A,  on 
voit  les  éléments  di  sur  la  surface.  Cette  somme  correspondra  donc 
à  une  demi-sphère,  quand  le  point  est  sur  la  surface,  c'est-à-dire  à 
1T..  L'intégrale  de  Gauss,  considérée  comme  fonction  des  coor- 
données (<ir,  h^  c)  du  point  A,  est  donc  une  fonction  discontinue 
de  (a,  6,  c),  quand  A  traverse  la  surface.  Elle  est  égale  à  /\t:^  quand 
le  point  est  à  l'intérieur,  égale  à  211,  quand  il  est  sur  la  surface, 
et  à  zéro,  quand  il  est  à  l'extérieur. 

Envisageons  maintenant,   d'une  manière  plus  générale,  l'inté- 


grale 


yia,o,c)^JJ^^pd., 


où  [j.  désigne  une  fonction  continue  des  paramètres  qui  fixent  la 
position  d'un  point  sur  la  surface  S.  Cette  intégrale  V,  considérée 
comme  fonction  de  (a,  Z>,  c)  est  une  fonction  continue,  ainsi  que 
ses  dérivées  partielles,  quand  le  point  A  est  à  l'intérieur  ou  à  l'ex- 
térieur de  la  surface;  elle  éprouvera  une  discontinuité  pour  le  pas- 
sage par  la  surface.  Pour  étudier  cette  discontinuité,  je  prends  un 
point  fixe  s  sur  la  surface  S,  et,  désignant  par  ^-s  la  valeur  de  [ji  en 
ce  point,  je  forme  la  différence 


qui  peut  encore  s'écrire 


COS  C5     , 


fi 


iix—  ^i,)  coscp  ^^^ 


Montrons  que  la  fonction  W  est  une  fonction  continue  de 
{a,  b^  c)  dans  V espace  avoisinant  le  point  s. 

Décrivons,  à  cet  effet,  de  s  comme  centre,  une  sphère  de  rayon  p, 
qui  découpe  sur  la  surface  une  courbe  y;  on  peut  prendre  p  assez 
petit  pour  que  la  différence  [jl  —  [jij  soit,  en  valeur  absolue,  moindre 
que  c,  quand  le  point  de  la  surface,  pour  lequel  on  prend  la  valeur 
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de  |j.,  est  intérieur  à  y.  Partageons  alors  l'intégrale  en  deux  parties, 
l'une  relative  à  l'aire  intérieure  à  y,  l'autre  à  l'aire  extérieure.  La 
première  intégrale  sera,  en  valeur  absolue,  moindre  que  4t:c,  quelle 
que  soit  la  position  de  A  dans  l'espace.  Quant  à  la  seconde  inté- 
grale, elle  est  une  fonction  continue  de  («,  ^,  c),  pourvu  que  ce 
point,  quand  il  est  dans  le  voisinage  de  la  surface,  reste  à  une  dis- 
tance de  s  inférieure  à  p.  On  peut  donc  trouver  un  rajon  o'  <^  o  tel 
que,  à  l'intérieur  d'une  sphère  ayant  s  pour  centre  et  p'  pour  rajon, 
la  différence  des  valeurs  que  prend  W  en  deux  points  quelconques 
soit  moindre  que  s;  ce  qui  démontre  la  continuité  de  la  fonction 
dans  le  voisinage  de  S. 

Ce  point  établi,  nous  avons  à  distinguer  :  i^  la  valeur  de  V  au 
points,  nous  la  désignerons  par  V^;  2°  la  limite  de  V  (a,  b,  c)  quand 
A  tend  vers  s  en  étant  à  l'intérieur  de  la  surface,  nous  l'appelle- 
rons \is',  3°  la  limite  de  V(a,  b,  c)  quand  A  tend  vers  s  en  étant 
à  l'extérieur  de  la  surface,  nous  la  représenterons  par  V^^.  Le  théo- 
rème précédent  nous  fournit  immédiatement  deux  relations  entre 
Vî^  V,-ç,  \es-  La  fonction  W  étant  continue,  nous  avons  l'égalité 

V/,-  —  4  'î^ ;-«-.•  ^  V,  —  iT^ixs, 

qui  exprime  que  la  limite  des  valeurs  de  W(rt,  b^  c),  quand  A  tend 
vers  s  en  étant  à  l'intérieur  de  la  surface,  est  égale  à  sa  valeur  au 
point  s.  Pareillement,  nous  aurons 

Ve.s-=  V.V—  'iTrja,. 

I 

Ainsi,  on  a  les  deux  formules  très  importâmes 

V/,-  =  V,.  -+-  2  t:  \Xs  ,  y  es  ^~  y  s  —  ir.\Xs. 

JO.  Voici  maintenant  une  remarque  qui  nous  sera  très  utile  dans 
un  moment. 

Partageons  la  surface  S  en  deux  parties  a  et  p,  et  soient  s  et  s 
deux  points  quelconques  de  la  surface;  nous  désignerons  d'une 
manière  générale  par  IJ  l'intégrale 

relative  au  point  5,  et  étendue  à  une  portion  y  de  la  surface  S. 
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Montrons  que 

est  comprise  entre  riinité  et  X,  ).  désignant  nn  nombre  positif  fixe 
inférieur  à  un.  Supposons  d'abord  que  s  et  /  aient  des  positions 
déterminées  sur  la  surface. 

En  premier  lieu,  la  somme  (9)  est  inférieure  ou  au  plus  égale  à 
l'unité,  car 

En  second  lieu,  pour  montrer  que  celte  somme  est  supérieure 
à  une  certaine  limite  positive  différente  de  zéro,  décrivons  de  s 
et  5'  comme  centres,  avec  un  petit  rayon  p,  des  sphères  découpant 
sur  la  surface  deux  aires  S  et  S'  autour  de  s  et  .9'.  Dans  toute  la 
]iortion  de  l'aire  a  extérieure  à  S,  la  quantité  toujours  positive 
coscp,  dans  l'intégrale  IJ,  restera  supérieure  à  un  nombre  m  et  la 
distance  /•  sera  inférieure  à  la  longueur  D. 

On  aura  donc 

m(a  — Z) 
h  >  137—  ' 

a  désignant  l'aire  de  la  partie  a,  et  S  l'aire  de  la  portion  S.  De  la 
même  manière 

I^>  D^ ^ 

en  désignant  par  m  et  D  les  minima  et  maxima  correspondant  h  s' 
et  p;  nous  pouvons,  bien  entendu,  prendre  les  mêmes  valeurs 
pour  m  et  D  dans  l'une  et  l'autre  inégalité.  Par  suite, 


,3^    m(S-^-r) 


!?+!?>  ^^".:~^^  («+?  =  S), 


s  désignant  l'aire  totale  de  la  surface.  La  somme  (9),  qui  est  infé- 
rieure ou  au  plus  égale  à  l'unité,  ne  descend  donc  pas  au-dessous 
d'une  certaine  limite. 

Quand  s  et  s'  se  déplacent  sur  la  surface,  cette  limite  inférieure 
a  certainement  un  minimum  ;  nous  le  désignons  par  \,  et  il  est 
manifestement  compris  entre  zéro  et  un.  Il  existe  donc  un  nombre 
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a(1  <<  i),  tel  que  Ton  ait 

o<>-<;-(ij+i?)s>. 

quelles  que  soient  les  positions  de  s  et  s'  sur  la  sur/ace. 

11.  La  remarque  précédente  va  nous  permettre  d'approfondir 
I  étude  de  l'intégrale 


^-à//'^'^- 


prise  pour  un  point  s  de  Ja  surface  S. 

Désignons  par  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  [a,  et  par- 
tageons la  surface  en  deux  régions  a  et  [3,  telles  que,  dans  la  pre- 

juière,  la  valeur  de  la  fonction  a  reste  comprise  entre  M  et  -~^-^, 

et  soit  comprise,  dans  la  seconde,  entre  m  et  -~^~  :  ces  régions 

pourront  se  composer  de  portions  séparées.  On  aura  évidemment 

'2  * 

inégalités  qui  pourront  encore  s'écrire,  puisque  \^-^l^^=  2t., 

£|Tt 

[Venons  maintenant  un  autre  point  s,  sur  la  surface  S  ;  on  aura 
pareillement 

0.)  <;      "  ^-^      ' 

(v,g,„.M_-_ZL',^. 

Donc,  en  retranchant  membre  à  membre    la  seconde   des  inéga- 
lités (il)  de  la  première  des  inégalités  (lo), 

V.-  V.,^(M  -m)[i-  .^^ 

4  ^ 
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et,  par  suite,  en  introduisant  la  quantilë  1  du  paragraphe  précé- 
dent, 

V.— V,,^(M-m)(i->0, 

ou  enfin,  en  posant  i  —  X  =  p,  on  a,  quelles  que  soient  les  posi- 
tions des  points  s  et  5,  sur  la  surface) 

(I--0  V,-V,.<(M-m)?, 

p  désignant  un  nombre  positif  fixe  plus  petit  que  V  unité.  ~7   ^ 

Cet  ijnportant  théorème  est  dû  à  M.  Neuniann  (')  qui  en  a  fait 
la  base  de  sa  méthode  de  Ja  moyenne  arithmétique  pour  la  solu- 
tion du  principe  de  Dirichlet.  Nous  nous  sommes  borné  au  cas  où 
la  surface  convexe  a,  en  chaque  point,  un  plan  tangent;  l'éminent 
géomètre  se  place  dans  des  circonstances  un  peu  plus  générales, 
qu'il  serait  trop  long  d'examiner  ici  (-). 

Voici  une  conséquence  immédiate  de  l'inégalité  (12)  :  si  M,  et 
J?l^  désignent  le  maximum  et  le  minimum  de  V^  sur  S,  on  aura 

Ml—  mi^(iM  —  f)i)p. 

IV.  —  Principe  de  Dirichlet  pour  une  surface  convexe. 

12.  On  doit  à  M.  Neumann  une  méthode  remarquable  pour  ré- 
soudre le  problème  de  Dirichlet,  dans  le  cas  très  étendu  oij  la  sur- 
face est  rencontrée  seulement  en  deux  points  par  une  droite  et  où, 
suivant  l'expression  de  Fauteur,  la  surface  n'est  pas  biétoilée, 
c'est-à-dire,  où  tous  les  plans  tangents  ne  vont  pas  passer  2:)ar  deux 
points  fixes  (tel  serait  le  cas  d'un  cube). 

Nous  nous  bornerons  ici  aux  surfaces  convexes,  considérées 
<lans  la  Section  précédente,  pour  lesquelles  il  existe  en  chaque 
point  un  plan  tangent  déterminé.  Nous  suivrons  une  méthode  in- 
diquée par  KirchhofTet  publiée  par  les  soins  de  M""^  K'owalewskj 
<lans  les  Acta  niatheniatica  (t.  XIV,  p.  179).  Au  fond,  l'analyse 


(')  F<.  lSE\]yiKnii,  Untersuchungen  ûber  das  logariHimisclie  uncl  Newtonisclie 
potentlal.  Leipzig,   1877. 

(*)  On  pourra  encore  consulter  sur  ce  sujet  l'excellente  thèse  de  M.  Riquier 
sur  l'extension  à  l'hypcrespace  de  la  méthode  de  M.  Neumann  (Paris,  Hermann, 

1886). 
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de  Kirchhoff  n'est  pas  difFérente  de  celle  de  M.  Neiimann  :  nous 
l'exposerons,  en  la  rattachant  à  l'inégalité  fondamentale  de  ce 
savant  auteur. 

Soit  une  fonction  continue  U  définie  sur  la  surface  convexe  S; 
en  désignant  toujours  par  U^  la  valeur  d'une  fonction  U  au  point  .v, 
je  forme  l'intégrale 

Ui(a,  6,  c)  -  -  .±.jj2^(^u  __  u,)  ch. 

Cette  intégrale  représente,  comme  nous  l'avons  vu  (§  9),  une 
fonction  continue  de  a,  ^,  c  à  l'extérieur  et  à  l'intérieur  de  6',  dans 
l'espace  avoisinant  le  point  s.  Lorsque  le  point  (a,  b^  c)  est  au 
points,  elle  aune  valeur  déterminée  Uj .  L'ensemble  de  ces  va- 
leurs, quand  le  point  s  se  déplace  sur  la  surface  S,  définit  une  fonc- 
tion U'  sur  cette  surface. 

Formons  de  même  l'intégrale 

qui  permettra  de  définir  une  nouvelle  fonction  U-  sur  S,  au  moyen 
des  valeurs  telles  que  U^^  ;  et  ainsi  de  suite,  ayant,  d'une  manière 
générale, 

intégrale  au  moyen  de  laquelle  on  formera  U",  et  on  définira  U" 
sur  la  surface  S. 

Soient  M  et  ?n  le  maximum  et  le  minimum  de  U,  M/^  et  m,i  les 
maxima  et  minima  des  U";  on  aura  (§  Ll),  puisque  U  —  U^  est 
compris  entre  2M  et  2/?z, 

Ml  — mi<(M  —  m)p, 

et,  par  suite,  de  proche  en  proche 

M„  —  jua  <  (  M  —  m  )  p« . 

13.  Ce  point  établi,  cherchons  une  limite  pour  les  fonctions  U 
elles-mêmes.  Nous  avons  vu  précédemment  (§  9),  que  U^^  est  la  li- 
mite vers  laquelle  tend  l'intégrale 


-T^fP^^--''- 
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quand  le  point  (a,  b,  c),  supposé  extérieur  à  la  surface  S,  se  rap- 
proche indéfiniment  du  point  s. 

Or,  si  nous  envisageons  cette  intégrale  pour  un  point  exté- 
rieur E,  il  est  facile  de  trouver  pour  sa  valeur  absolue  une  limite 
supérieure.  En  effet,  considérons  le  cône  circonscrit  à  la  surface 
ayant  pour  sommet  E  ;  la  courbe  de  contact  partage  la  surface  en 
deux  parties.  Pour  l'une,  coscp  est  positif,  et,  pour  l'autre,  il  est 
négatif.  D'ailleurs  les  intégrales 


// 


cos  o    , 


étendues  à  l'une  et  l'autre,  sont  égales,  au  signe  près.  Leur  valeur 
absolue  représente  l'angle  solide  Q  sous  lequel,  du  point  E,  on  voit 
la  surface.  Si  donc  nous  appelons  toujours  M„__,  cl  m,i_i  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de  U''~',  l'intégrale 


I     r  r  coso  ^^    ,   , 


prise  pour  le  point  extérieur  E,  aura  une  valeur  absolue  moindre 
que 

car,  pour  trouver  ces  valeurs  extrêmes,  nous  prenons  le  maximum 
de  U"~*  dans  la  région  où  coscp  est  négatif,  et  son  minimum  dans 
la  région  ou  il  est  positif.  Quand  E  tend  vers  5,  Q  tend  vers  itz. 
Nous  avons  donc 

et,  par  conséquent,  d'après  l'inégalité  du  §  12, 
iUn  <^^^'p-^        (p<i). 

De  là  se  tire  la  conséquence  suivante  :  la  série 

U  +  Ui+U2-i-...4-U'M-... 
est  convergente  sur  la  surface  S. 

Ses  termes  sont  moindres,  en  effet,  en  valeur  absolue  que  ceux 
d'une  progression  géométrique  décroissante. 
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14.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet,  pour  une  surface  convexe  S.  Soit  U  la  fonc- 
tion faisant  connaître  la  succession  des  valeurs  que  doit  prendre, 
sur  S,  l'intégrale  V  de  l'équation  de  Laplace.  Nous  formons, 
comme  plus  haut,  la  série 

U-4-Ui  +  U2  +  ...  +  U«  +  .... 
Nous  allons  établir  que  V intégrale 

y  {a,  b,c)=+  -^  JJ  ^^  (U  +  Ui  +  ...+  U«  -+-...)  ^^ 

résout  le  problème  de  Dirichlet,  c'  est-à-dire  quelle  satisfait  à 
V équation  de  Laplace  et  que  V(rt,  b^  c)  tend  vers  U^,  quand  le 
point  (a,  6,  c)  intérieur  à  S  tend  vers  le  point  s  de  cette  sur- 
face. 

Le  premier  point  est  évident.  Pour  démontrer  le  second,  for- 
mons la  différence 

en   adoptant  les  notations  du  §  9  :  on  aura 

V/.  -  \es  =  +  U,  +  Uj  +  U|  +  .  .  .+  Uf -H.  .  .  . 

Or,  nous  voulons  établir  que  V/^  =  U^  ;  il  faut  donc  montrer 
que 

Nous  avons  vu  que  l'on  peut  écrire 

l'intégrale  étant  prise  pour  un  point  infiniment  voisin  de  s  en 
dehors  de  la  surface  :  il  en  résulte  que 


ui+ui+...+uf+....=-^  rr^(u+u> 


U«-I-i-...)r/T, 


l'intégrale  étant  prise  dans  les  mêmes  conditions,  égalité  qui  re- 
vient à 

ui  +  u|  +  u|  + . . .  +  u^^  + . . .  =  -  y  es, 
p.-i. 
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comme  il  fallait  le  démontrer.  Nous  avons  donc 

la  fonction  V(a,  b,  c)  tend  vers  V^squo/nd  le  point  (a,  6,  c)  tend 
vers  s,  en  restant  à  V intérieur  de  la  surface, 

1d.  Le  problème  de  Dirichlet  est  ainsi  complètement  résolu 
pour  le  cas  d'une  surface  convexe.  Diverses  méthodes  permettent, 
dans  des  cas  étendus,  de  passer  d'un  contour  convexe  à  un  con- 
tour plus  compliqué;  nous  aurons  l'occasion  de  les  étudier  dans  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  ces  derniers  temps,  M.  Poincaré  adonné  une  remarquable 
méthode  pour  traiter  le  problème  de  Dirichlet.  Cette  méthode 
très  générale  suppose  seulement  que  le  plan  tangent  à  la  surface 
en  chaque  point  soit  déterminé,  sauf  en  un  nombre  limité  de 
points  coniques  ordinaires  {^American  Journal  of  MatJienia- 
tics,  t.  XII). 
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CHAPITRE  VIL 

ATTRACTION  ET  POTENTIEL. 


I.  —  Définitions  et  premières  propriétés  du  potentiel. 

1.  Nous  ferons  une  dernière  application  des  notions  relatives 
aux  intégrales  multiples,  en  étudiant  les  propositions  les  plus 
simples  de  la  théorie  de  l'attraction.  Nous  n'avons  pas  à  expliquer 
ici  comment,  dans  un  corps  attirant,  on  suppose  la  matière  ré- 
partie d'une  manière  continue,  de  telle  sorte  que  la  densité  p  soit 
une  fonction  continue  des  coordonnées  {a,b,c)  d'un  point  va- 
riable de  la  masse  attirante.  Les  trois  composantes  X,  Y,  Z  de 
l'attraction  exercée  sur  un  point  de  coordonnées  {x,y,z)  sont 
alors 


-iif- 


■x)p  dv 


r3 

)p  dv 


r3 

(c  —  z)p  dv 


où  r-^{x~aY^{y-hY^{z~cY  ^l  ch^dadbdc,  ces 
intégrales  triples  étant  étendues  à  la  masse  attirante.  X,  Y,  Z 
sont  à  regarder  comme  des  fonctions  de  x,  y,  z.  Nous' allons 
démontrer  qu'elles  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x\ 
,r,  z  d'une  même  fonction  représentée  par  l'intégrale 


(0 


V(.,^,.)=///P^ 


étendue  à  la  masse  attirante  et   à  laquelle   on  donne  le  nom  de 
potentiel. 


l64  ÉQUATION   DE    LAPLA.CE.    —    DÉVELOPPEMENTS    EN    SÉRIES. 

2.  Supposons  d'abord  que  le  point  soil  à  l'extérieur  des  masses 
attirantes.  X,  Y,  Z  sont  alors  des  fonctions  continues  de  x^  y,  z, 
et  les  relations 

(^>  ^=^'      ^=47'      ^=0-^ 

sont  une  conséquence  immédiate  de  ^  l'identité 

o(') 

dx  r^ 

et  des  identités  analogues  relatives  à  y  et  s. 

Remarquons  de  suite  que  V(^,y,  z)  et  ses  dérivées  partielles 
—  7  —  >  j-  tendent  vers  zéro  quand  le  point  (^,JK,  z)  s  éloigne  a 
l'infini  d'une  manière  quelconque.  Ecrivons  V  sous  la  forme 


V=^    ffr^pdadbdc        {R^- =  cc^ -[- y'- 


.    R 


Quand  (^,  JS  ^)  s'éloigne  à  l'infini,  —  a  l'unité  pour  limite  ;  on  a 

donc 

lim  VR  =  f  C  fp  da  dh  de  =  M, 

M  désignant  la  masse  attirante.  La  fonction  V  devient  donc  nulle 

comme  -^«  De  la  même  manière  on  écrira 
ii 


_J-JJ  ia-.,,,a<lB,c  ^  l^fff"^^^  (^)V.„...c. 


Or  -  tend  vers  l'unité, reste  inférieur  à  l'uniïé  en  valeur  ab- 

solue;  par  suite  on  aura,  en  supposant  que  le  point  (œ^y,z) 
s'éloigne  à  l'infini  dans  une  direction  faisant  avec  les  axes  des 
angles  (a,  [^,  y), 

lim/'R2^)  =  — Mcosa, 

.    1         f  1  1  dY       d\ 

et  deux  formules  analogues  pour  y-  et  -r^- 
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On  dit  quelquefois  qu'une  fonction  V  et  ses  dérivées  du  pre- 
mier ordre  s'annulent  à  l'infini  comme  un  potentiel  si  elles  sont 
respectivement,  pour  R  très  grand,  de  l'ordre  de  ^^  et  de  :^« 

Passons  aux  dérivées  secondes  ;  on  a 

^2V       d^Y       d^\  _ 
en  effet, 


et  en  faisant  la  somme  AV  on  obtient  zéro  identiquement. 


On  n'oubliera  pas  que,  dans  ces  calculs,  le  point  [x^y^z)  est 
supposé  extérieur  aux  masses  attirantes.  Les  opérations  que  nous 
avons  faites  ne  seraient  plus  légitimes,  à  cause  des  éléments  deve- 
nant infinis,  si  le  point  était  intérieur. 

3.  C'est  ce  cas  que  nous  allons  maintenant  examiner.  Le  point 
A(^,y,  z)  est  donc  à  l'intérieur  de  la  masse  attirante.  On  s'assure 
d'abord  immédiatement  que  V,  X,  Y,  Z  n'en  ont  pas  moins  un 
sens  parfaitement  déterminé .  Il  suffît,  en  effet,  de  faire  usage 
des  coordonnées  polaires  (r,  9,  ^)  en  posant 

«  =  37-1- rsinô  cos^l^,         6  =  y -+- /' sin6  simj;^         c  = -s  H- r  cos6; 

alors 

et  les  éléments  restent  finis  dans  V,  X,  Y,  Z  pour  /-  ==  o  ;  de  plus, 
ces  fonctions  sont  des  fonctions  continues  dans  tout  l'espace. 

Nous  allons  montrer  que  les  relations  (2)  subsistent.  Concevons 
autour  de  A  un  petit  volume.  Les  masses  attirantes  sont  alors  par- 
tagées en  deux  parties,  l'une  un  intérieure  à  ce  petit  volume, 
l'autre  deux  extérieure  et  dont  nous  désignerons  respectivement 
les  potentiels  par  Y ^  et  V2.  On  aura 

V  =  Vi4-V2        et  aussi        X=:Xi-hX2, 

en  décomposant  la  composante  X  en  deux  parties,  l'une  IL^  rela- 
tive à  la  masse  un  et  l'autre  Xg  relative  à  la  masse  deux. 

On  prend,  dans  le  volume  un,  un  second  point  A'  de  coordon- 
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nées  {x  -{-  Ax.y^z);  soient  V,  V'^,  V'^  les  valeurs  du  potentiel 
relatif  à  A'  pour  le  volume  total  et  les  volumes  unet  deux.  Nous 
avons 

v-^v  _  v;-Vi     v;  — v. 


^.x 


Aip 


à.X 


.    v;-v, 


Ù.X 


tient 


=  X2,  quand  A^  tend  vers  zéro.  Étudions  le  quo- 


à,x 


En   désignant  par  r  et  /  les  distances  d'un  point  variable  du 
volume  un  à  A  et  A',  on  a 


v;  -  V, 


Aa? 


-ffj'-^i^-ry' 


et  comme 


I 
^x 


(.-;) 


rr         1  \r' 


car 


r  —  r     <  I  Aa?  L 


il  s'ensuit  que 


V'i  —  Vi  I  ^  1 


Aa? 


<'Jff'f-ifff'-^f 


O] 


f  f  f  ^r  =  f  f  f^  ^'"^^  ^''^^  ^^  <  4^Pi  ^' 


p4  désignant  une  limite  supérieure  de  la  densité  autour  de  A,  et 
d  la  distance  maxima  de  A  à  la  surface  limitant  le  volume  un.  Si 
donc  D  désigne  la  plus  grande  corde  de  cette  surface,  on  aura 


\\-\ 


Ao; 


'-    <  4^?i  D, 


et  l'on  peut  prendre  le  volume  un  assez  petit  pour  que  D  soit  infé- 
rieur à  toute  quantité  donnée.  D'autre  part,  si  ce  volume  est  assez 
petit,  X2  diffère  de  X  d'aussi  peu  qu'on  veut.  Donc 


V— V 

A^ 
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a  une  limite,  et  cette  limite  est  X.  Les  relations 

subsistent  donc  pour  le  point  intérieur  ('). 

4.  Nous  avons  vu  que  la  fonction  V  et  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  sont  continues  pour  toute  valeur  de  ^,  y  et  z  ; 
il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  dérivées  du  second  ordre.  Pour 
approfondir  la  nature  de  ces  dérivées  partielles,  nous  allons  effec- 
tuer sur  les  dérivées  du  premier  ordre  la  transformation  employée 
par  Riemann  {Schwere,  Electricitât  und  Magnetismus,  Han- 
nover,  1880). 

Les  dérivées  du  second  ordre  sont  évidemment  continues  pour 
l'espace  extérieur  aux  masses  attirantes.  Montrons  cju'il  en  est  de 
même  à  l'intérieur;  c'est  pour  la  surface  de  séparation  seulement 
qu'il  y  aura  une  différence,  au  point  de  vue  de  la  continuité,  entre 
les  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre. 

D'après  ce  que  nous  avons  établi  au  paragraphe  précédent, 


-m- 


^^      J  J  J  r^        '  J     .        J      ^         da 


Décomposons  le  volume  des  masses  attirantes  en  deux  parties  : 
l'un  comprenant  à  son  intérieur  le  point  (^, y,  z)  et  n'ayant  aucun 
point  commun  avec  la  surface  de  séparation,  l'autre  formée  du 
reste  du  volume. 

Soient  Vi  le  potentiel  dû  à  la  première  partie  et  Vo  celui  qui 
est  dû  à  la  seconde  partie. 

V2  et  toutes  ses  dérivées  partielles  seront  des  fonctions  con- 
tinues de  x.,y^  z\  nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  V,. 
Nous  supposerons  que  p  ait  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  par  rapport  à  «,  Z>,  c,  à  l'intérieur  du  volume  des  masses 
attirantes.  Nous  ne  faisons  aucune  hypothèse  à  cet  égard  pour  la 
surface  même  ;  c'est  pourquoi  nous  avons  fait  la  décomposition 
des  volumes   un  et  deux.   En  intégrant  par  parties,  on  pourra 


(')  Cette  démonstration  est  duc  à  M.  Bouquet. 
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écrire 

a  désignant  l'angle  de  la  normale  intérieure  avec  l'axe  des  x. 

L'intégrale  double  est  étendue  à  la  surface  S  limitant  le  volume 
un,  et  l'intégrale  triple  à  ce  volume  lui-même.  Sous  cette  forme, 

on  voit   que  -r—  aura  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 

puisque  l'intégrale  triple,  qui  figure  dans  son  expression,  est  un 
potentiel,  la  distribution  de  la  matière  correspondant  seulement  à 

.    ,  do  . 

la  densité  -^  au  lieu  de  correspondre  à  la  densité  p.  Il  en  résulte 

que  les  dérivées  secondes  de  la  fonction  V(^,y,  z)  sont  con- 
tinues à  r intérieur  des  masses  attirantes.  Nous  allons  voir  dans 
un  moment  qu'elles  sont  discontinues  pour  le  passage  à  la  surface 
de  séparation. 


II.  —  Formule  de  Poisson.   —  Propriétés  caractéristiques 
du  potentiel.  —  Attraction  d'un  ellipsoïde. 

5.  Nous  avons  vu  que,  pour  un  point  extérieur  aux  masses  atti- 
rantes, on  a 

AV  =  o. 

Si  le  point  est  intérieur,  on  a,  p  étant  la  densité  au  point  {x^y,  z) 
|)Our  lequel  on  prend  le  potentiel, 

AV  =—4710, 

formule  célèbre  due  à  Poisson,   et  que  nous  nous  proposons 
maintenant  d'établir. 

Reprenons  le  potentiel  ¥<  du  §  4;  on  a 

AV  =  AVi, 

puisque  AVo  =  o,  le  point  (^,  jk,  z)  étant  extérieur  au  volume  au- 
quel se  rapporte  le  potentiel  Vo.  Or 


-  z=z  I   I  L  cos  OL  di  -]-  I    I    l  -  -~  da  db  de  ; 
J  J    J'  J  J  J    r  ôa 


dx 
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par  suite. 


I  J  ps;''=°^"^' V  J  J 


~-  dadh  de. 

dx   da 


la  seconde  intégrale  ajant  un  sens  parfaitement  déterminé. 


On  peut  encore  écrire,  en  remarquant  que 


dx 


r 

da 


dx'^    ~ 
et,  par  suite, 


p  -7—  cosa  drs 


da 


r  dp 
da   da 


^4 


two,  4 


AV,  =- 


/x^^-yx/^ 


,..^3- 

Da 

da  da 

dp      r       c 
dblb'^t 

da  db  de, 


|b/«)^ 


-^  -r—  I  da  db  de. 
de  de 


Or,  appliquons  la  formule  préliminaire  de  Green  (§  10,  Gliap.  V) 
au  volume  limité  par  la  surface  2  du  volume  un^  qui  ne  contient 
aucun  point  de  la  surface  de  séparation,  et  par  une  petite  sphère  a- 
ajant  pour  centre  le  point  (x,  y^  z);  il  viendra 


dp      /' 
da  da 


àb  db        de   de    I  """"""         f- 


-J  J  'd>-j  j^£ 


d<j. 


puisque  -  satisfait  à  l'équation  de  Laplace. 

La  première  intégrale  double  est  étendue  à  la  surface  S  et  la  se- 
conde à  la  sphère  a-;  dans  cette  dernière,  la  direction  de  la  normale 
correspond  à  l'extérieur  de  la  sphère.  Mais  nous  avons  déjà  cal- 
culé cette  dernière  intégrale  :  on  a 


lim 


p-j^d7  =  —  4Tzp(x,y,z) 


JT)  twv 


quand  le  rajon  de  la  sphère  a-  tend  vers  zéro. 
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Revenant  donc  à  l'expression  de  AVi ,  nous  voyons  que 

AVi=  — 47rp 
et,  par  suite, 

AV=  — 4^?, 

p  étant  la  densité  au  point  {x,  /,  z)  pour  lequel  on  prend  le  po- 
tentiel. 

6.  Du  théorème  précédent,  oti  peut  conclure  la  valeur  trou- 
vée par  Gauss  de  V intégrale 


If 


dV  , 


étendue  à  une  surface  fermée  quelconque  S,  la  dérivée  -7—  étant 
prise  vers  l'extérieur  de  la  surface. 

Supposons  d'abord  que  le  volume  limité  par  cette  surface  fermée 
soit  tout  entier  à  l'intérieur  des  masses  attirantes.  Les  dérivées 
secondes  étant  continues,  on  peut  appliquer  la  formule  de  Green, 
qui  donne 


et,  par  suite. 


// 


^-~d(s  =  —  47rM, 
an 


M  étant  la  portion  des  masses  contenues  à  l'intérieur  de  S. 

Cette  formule  est  générale  à  cause  de  la  continuité  des  dérivées 
du  premier  ordre  et  de  ce  fait  que  l'intégrale 


// 


- ,  -  d'y 
an 


ne  change  pas  de  valeur  quand  la  surface  S  d'intégration  se  déforme 
sans  rencontrer  de  masses  attirantes. 

Pour  le  montrer  bien  nettement,  supposons  d'abord  que  la  sur- 
face 2,  limitant  toujours  un  volume  intérieur  aux  masses  attirantes, 
ait  une  ou  plusieurs  parties  communes  avec  la  surface  de  séparation. 
La  formule  subsiste,  car,  à  cause  de  la  continuité,  on  peut  rem- 
placer ces  parties  communes  par  une  surface  intérieure  infiniment 
voisine. 

Dans  le  cas  général,  que  la  surface  soit  extérieure  aux  masses 
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attirantes  ou  les  coupe,  on  peut,  sans  changer  la  valeur  de  l'in- 
tégrale, remplacer  les  portions  de  S  extérieures  par  les  portions  de 
surfaces  qu'elles  découpent  sur  la  surface  de  séparation^  et  l'on 
est  ramené  alors  au  cas  précédent. 

7.  La  formule  de  Poisson  montre  que,  en  général,  les  dérivées 
secondes  seront  discontinues  pour  le  passage  par  la  surface  de  sépa- 
ration, puisque  AV  passe  brusquement  de  la  valeur  zéro  à  la  valeur 
—  ^-^.  IVous  allons  vérifier  ce  résultat  dans  le  cas  particulier  d'une 
sphère  homogène.  Soit  une  sphère  homogène  de  centre  O  et  de 
rajon  R.  Calculons  le  potentiel  dû  à  son  attraction  sur  un  point  A 
placé  à  une  distance  a  du  centre.  Désignons  par  M  un  point  quel- 
conque de  la  sphère  à  la  distance  /'  du  centre;  soient  MOA  =  9, 
?^  =  AM,  et  ^  l'angle  fait  par  l'azimut  MOA  avec  un  plan  fixe 
quelconque  passant  par  OA.  Un  élément  de  surface  r  dr  d^  dans 
le  plan  MOA,  en  tournant  autour  de  OA,  engendre  un  anneau  dont 

Je  potentiel  sur  A  est 

'  p.2  7rr2  <^/- sin6  «:/6 

u 

Nous  devons  donc  calculer  l'intégrale  double 

Or, 

u^  =  a^-^  ;-2_  2ar  cos6 

par  suite,  quand  /•  reste  constant, 

sin  6  <i6        du 


jNous  aurons  clone  l'intégrale 

Je  n'ai  pas  écrit  les  limites  pour  u.  Nous  avons,  en  effet,  pour  les 
fixer,  besoin  de  distinguer  le  cas  où  le  point  est  intérieur  de  celui 
où  il  est  extérieur. 

Soit  d'abord  le  point  extérieur.  Pour  une  valeur  de  ;%  u  variera 
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entre  a  —  r  et  a  +  /-;  donc 

I  du  =  2/', 

et  le  potentiel  sera  alors  é2:al  à  ^?i^. 

^  3a 

Il  est  donc  le  même  que  si  la  masse  attirante  était  concentrée  au 
centre  de  la  sphère. 

Si  le  point  est  intérieur,  nous  séparerons  la  masse  attirante  en 
deux  parties  :  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure  à  la  sphère  de 
rajon  OA.  Pour  la  partie  intérieure,  le  calcul  est  le  même  que  plus 
haut,  et  l'on  a  ^Tzpa-  pour  valeur  correspondante  du  potentiel. 
Pour  la  partie  extérieure,  u  varie  entre  7— a  et  r  +  a,  ce  qui 
donne  le  potentiel  2'Kp{K-~  a^).  Donc,  additionnant, 


a 


V  =  2TTp(R2_   ■'' 


INous  avons  ainsi  pour  le  potentiel  deux  expressions  analytiques 
différentes.  On  a,  en  désignant  par  ^,  j/,  z  les  coordonnées  de  A, 
le  centre  de  la  sphère  étant  l'origine, 


\(x,y,z)  =  2TzplR'^ 


quand  le  point  (x,  y,  z-)  est  à  l'intérieur,  et 


^7rpR3 


v/^2  _^  j2  _|_  32 

quand  il  est  à  l'extérieur.  Les  expressions  et  leurs  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  prennent  respectivement  les  mêmes  va- 
leurs sur  la  sphère  de  rayon  R;  il  n'en  est  pas  de  mêine  pour  les 
dérivées  partielles  du  second  ordre. 

8.  Résumons  les  propriétés  générales  du  potentiel  V(^,jk,  ^), 
établies  jusqu'ici.  C'est  une  fonction  continue  dans  tout  l'espace, 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Les  dérivées 
secondes  sont  continues  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  des  masses 
attirantes;  la   surface  de  séparation    du    milieu   extérieur  et  des 
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masses  attirantes  sera  pour  elles  une  surface  de  discontinuités.  Nous 

avons  en  outre 

AV  =  o 

AV=— 47rp 

à  l'intérieur  des  masses  attirantes.  De  plus,  V(^,  y^  z-)  tend  vers 
zéro  quand  le  point  (^,  r,  z)  s'éloigne  à  l'infini  d'une  manière 
quelconque. 

Nous  allons  établir  maintenant  que  ces  propriétés  sont  carac- 
téristiques du  potentiel.  On  suppose  donc  donnés  un  ou  plusieurs 
volumes  ç  et  une  fonction  \  (x,  y,  z)  satisfaisant  à  toutes  les  con- 
ditions précédentes;  p  est  une  fonction  également  donnée  de 
(x,  JK,  z)  à  l'intérieur  de  chaque  volume.  Montrons  que  : 

V  représentera  nécessairement  le  potentiel  en  (x,y,  z)  du  à 
r attraction  d'une  matière  répartie  dans  chacun  des  volumes, 
la  loi  de  la  densité  étant  représentée  en  chaque  point  par  la 
fonction  p. 

Les  masses  qui  viennent  d'être  définies  auront  un  potentiel  A', 
et  l'on  aura 

AVi  =  o,        ou        AVi  =  — 4"^^?? 

suivant  que  (^,  J>',  z)  sera  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur.  Par  suite 

A(y-vo  =  o, 

que  le  point  soit  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  des  volumes  v.  Nous 
avons  donc  une  fonction 

U=\-Vi, 

continue  dans  tout  l'espace,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Nous  savons  qu'elle  a  des  dérivées  secondes  conti- 
nues et  qu'elle  satisfait  à  l'équation  de  Laplace  en  tous  les  points 
de  l'espace,  en  exceptant  seulement  les  surfaces  E  limitant  les  vo- 
lumes V,  De  plus  U  s'annule  à  l'infini. 

Il  est  facile  d'établir  que  les  surfaces  fermées  E  ne  peuvent  être 
pour  les  dérivées  secondes  des  surfaces  de  discontinuité  et  que 
l'équation  AU  =:  o  sera  encore  vérifiée  pour  les  points  de  ces  sur- 
faces. Considérons,  à  cet  effet,  une  surface  quelconque  S  compre- 
nant à  son  intérieur  une  de  ces  surfaces  E,  et  deux  autres  surfaces 
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E'  et  E''  très  voisines  de  E,  l'une  extérieure  et  l'autre  intérieure 
à  E.    Soit  M  un  point  de  l'espace  compris  entre  S   et  E';  nous 


avons  ^     .vj*^ 

?  fnr^  -  h  jj  V  -ST.  -  7-  ^^r*' 


"-=r./i(4: 


les  dérivées  étant  prises  dans  les  deux  cas  dans  le  sens  des  nor- 
males intérieures  aux  surfaces  géométriques  S  et  E'.   D'ailleurs 

(Ch.  VI,§1) 


-fj\ 


dn        r  dn   '       ' 


par  suite,  on  peut  écrire 


1  d\j    ,  , 
-  -y-   jdrr 
r  an 


s  E" 

mais,  puisque  E^  et  E"  sont  très  voisines  l'une  de  l'autre,  les  deux 
dernières  intégrales,  où  ne  figurent  que  U  et  ses  dérivées  premières 
supposées  continues  même  pour  les  points  de  la  surface  E,  seront 
très  peu  différentes  l'une  de  l'autre.  Comme  d'ailleurs  leur  diffé- 
rence est  constante,  elle  doit  être  rigoureusement  nulle.  Donc 


^-fJ./l^-;.^'"- 


Si  le  point  M  est  à  l'intérieur  de  E,  des  calculs  analogues  éta- 
blissent que  Um  est  donnée  par  la  même  formule.  Mais  la  fonction  U 
du  point  M,  donnée  par  cette  formule,  est  continue,  ainsi  que  ses 
dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  pour  tous  les  points  à  l'in- 
térieur de  S.  La  surface  E  n'est  donc  pas  une  surface  de  singula- 
rités, et  l'on  a,  même  pour  les  points  de  E,  AU  =  o.  C'est  ce  que 
nous  voulions  démontrer. 
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Revenant  alors  à  la  fonction  U,  nous  voyons  que  U  et  ses  dé- 
rivées du  premier  et  du  second  ordre  sont  continues  dans  tout 
l'espace,  et  de  plus  on  a  toujours 

AU  =  o. 

Donc  d'après  le  théorème  du  §  8  (Gli.  VI),  U  se  réduit  à  une 
constante  qui  ne  pourra  être  que  zéro  puisque  la  fonction  devient 
nulle  à  l'infini.  Nous  avons  alors 

et  la  fonction  V  coïncide  avec  le  potentiel  Vi . 

9.  D'après  le  théorème  précédent,  on  connaîtra  le  potentiel  dû 
à  l'attraction  d'un  corps,  si  l'on  a  pu  déterminer  une  fonction  V  sa- 
tisfaisant à  toutes  les  conditions  précédentes.  C'est  ce  qu'a  fait 
Dirichlet  dans  un  de  ses  Mémoires  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde  (^). 
Soit  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

7^2  ^'2  ^2 

Supposons-le  rempli  d'une  matière  homogène  de  densité  p.  Nous 
allons  former  a  priori  une  fonction  V(^,  y^  z\  qui  jouira  des 
propriétés  indiquées  et  devra,  par  suite,  représenter  le  potentiel  dû 
à  l'attraction  de  cet  ellipsoïde. 

On  sait  que,  si  l'on  considère  l'équation  en  w, 

^2                        y2                        ^2 
(3) ^-rf \-~ =1  (a>è>C), 

elle  a  trois  racines  réelles  comprises  entre  —  a-  et  —  b^,  —  b~ 
et  —  c^,  —  c^  et  +  00. 

Si  le  point  (^,  j',  z)  est  à  l'extérieur  de  l'ellipsoïde,  la  racine 
supérieure  à  —  c-  est  positive.  Nous  allons  désigner  par  u  une 
fonction  de.z",y,  ^,  qui  sera  nulle  quand  ce  point  sera  à  l'inté- 
rieur de  l'ellipsoïde  et  sera  égale  à  la  racine  positive  de  l'équa- 
tion (3)  quand  il  sera  à  l'extérieur. 


('  )  Journal  de  Crelle,  t.  32. 
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Dans  ces  conditions  formons  l'intégrale 

/"    _      x-^      _  _y^ . 
— —-  -  
v/(a2-+-X)(Z>2+X)(c2  + 


V  est  une  fonction  de  x^  y  et  z  :  elle  représente,  nous  allons  l'éta- 
blir, le  potentiel  dû  à  l'attraction  de  l'ellipsoïde. 

Cette  fonction  est  d'abord  évidemment  continue  dans  tout  l'es- 
pace et  s'annule  à  l'infini.  La  règle  de  différentiation  sous  le  signe 
d'intégration  donne  de  suite,  si  le  point  est  extérieur, 


r     — 

-—  —      Tz aocp    I 


-'-"dx 


OU 


X)(c2+X) 

^2  j2  -2        \    ^n 

,         ,          a'^-h  u        h^--^  u        c^-^  u/  dx 
—  Tiaocp — 

s/{a^-^u){b''^u){c^-{-u) 

ÔY  ,        r*  dl 

dx 


=  —  iTzabcpx  \      — 


(a2+X)v/(«-^+X)(è2+X)(c2+X) 

La  même  formule  convient  pour  le  cas  où  Je  point  est  à  l'inté- 
rieur, en  prenant  alors,  comme  nous  l'avons  dit,  u  =  o.  Cette  dé- 
rivée est  continue  dans  tout  l'espace. 

Passons  aux  dérivées  secondes;  on  a,  en  supposant  le  point 
extérieur, 

d^Y        ,  (    r  ^^ __^ 


X)v/(a-^+X)(^>2+X)(c2+X) 
X        du 


a'^-\-  u  dx 


d^Y     ,  d^Y 
et  des  expressions  analogues  pour  -^ -  ^^  '^i' 

En  faisant  la  somme  AV,  on  rencontre  l'intégrale 

I     \  d\ 


£ 


1^1  62+X  C2+X/   y/(«2_^X)(è2+X)(c2-l-X; 
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dont  la  valeur  est  trouvée  de  suite  éi^ale  à 


77 


v/(a2+w)(62-j- w)(c2h-  u) 
si  l'on  remarque  que  la  quadrature  indéfinie 


;  U^+x  "^  Z.2+X  "^  c'.^i)  JT^, 


d\ 


v/(a2_|-X)(62+X)(c2-i-X) 


1 


v/(a2-+-X)(62+ X)(c2-f-X) 

De  plus, 

X        du  y        du  z        du 

«2 -H  u  dx  ^  62  4_  ^  J^  "*"  cMT^  di"  ^  ^  ^' 

comme  on  le  vérifie  en  dérivant  successivement  l'équation  (3)  par 
rapport  à  ^,  jk,  ^,  et  en  ajoutant  après  avoir  multiplié  respective- 
ment ces  équations  dérivées  par  —^ — ,  y-^ —  ,  ,  ^  -  •  Nous  aurons 
donc 

AV 


=  iTzabcç)  (  - 


\/{a^-^  u){ù-^-^  u){c^-i-  u) 


v/(  «2  +  t^  )  (  ^2  -f-  ^^  )  (  c2  _f-  w  ) 


Le  point  a  été  supposé  extérieur.   Si  le  point  est  intérieur,  il 

/.      ,  '        du         du         du  p  .  ^  1  , 

laut  supposer  ^  =  ^  =  —  -  -  o  et  faire  u  ~  o.    On  a   alors  de 

suite 

AV  =  —  4  Tip . 

La  fonction  V  représente  donc  le  potentiel  de  V attraction 
due  à  V ellipsoïde  £. 

III.  —  Attraction  d'une  couche  superficielle. 
Théorème  de  M.  Bertrand. 

10.  Nous  terminons  cette  étude  sur  l'attraction  par  l'examen  d'un 
cas  qui  se  rencontre  fréquemment  dans  les  applications.  Considé- 
rons une  surface  fermée  S,  et  une  surface  S' infiniment  rapprochée 
de  la  première.  Soit  di  un  élément  de  S;  menons  la  normale  à 
cette  surface  en  un  point  de  l'élément  drs^  et  désignons  par  £  la 
longueur  de  cette  normale  comprise  entre  S  et  S'.  Le  cylindre 
ayant  pour  base  di  et  pour  hauteur  £  a  pour  volume  £  <ia- ;  si  ^ 
P .  -  I .  n 
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désigne  la  densité  de  la  matière  formant  cet  élément  de  volume, 

la  masse  de  celui-ci  sera 

£0  d<s. 

Nous  poserons  s  8  =  p,  et,  faisant  tendre  S'  vers  S,  nous  allons 
supposer  que  le  produit  sô  tende  pour  chaque  point  de  la  surface 
vers  une  limite  déterminée.  Nous  concentrons  ainsi  la  masse  de 
l'élément  de  volume  sur  l'élément  de  surface  ^/o-  ;  c'est  une  fiction 
analogue  à  celle  par  laquelle  on  concentre  une  masse  déterminée 
en  un  point  matériel.  La  masse  attirante  va  donc  être  supposée 
concentrée  sur  la  surface  S,  avec  la  densité  superficielle  p.  Il 
pourra  être  utile,  dans  certains  cas,  de  revenir  à  l'origine  même 
de  cette  notion. 

Le  potentiel  dû  à  l'attraction  d'une  couche  superficielle  sera 
l'intégrale 

étendue  à  la  surface  S,  r  désignant  toujours  la  distance  du  point 
attiré  A  de  coordonnées  .r,y,  ^  à  l'élément  d^.  Quand  le  point  A 
ne  fait  pas  partie  de  la  surface  S,  V  est  évidemment  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  et  l'on  a 

X,  Y,  Z  désignant  les  composantes  de  l'attraction  de  la  couche 
sur  A.  Le  potentiel  V  est  encore  parfaitement  déterminé  quand  le 
point  est  sur  la  surface  et  ne  cesse  pas  d'être  une  fonction  con- 
tinue quand  A  traverse  la  surface.  Pour  le  montrer,  traçons  sur 
la  surface  une  petite  courbe  fermée  y,  et  supposons  que  le  pied  M 
de  la  normale  menée  du  point  A  à  la  surface  tombe  à  l'intérieur 
de  cette  courbe.  Prenons  comme  axe  des  z  la  drçite  MA,  le 
point  M  étant  l'origine,  et  deux  axes  rectangulaires  quelconques 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface  en  M.  Le  potentiel  sera  repré- 
senté par 


// 


*t-. 


en  posant 
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Nous  n'avons  à  nous  préoccuper  que  du  potentiel  dû  à  l'attrac- 
tion de  l'aire  limitée  par  y.  L'intégrale  précédente  doit  donc  être 
étendue  à  la  projection  de  cette  aire  sur  le  plan  des  œy,  mais 
cette  intégrale  est  moindre  que 


// 


p  dx  dy  v/i  H-/?2 


et,  par  suite,  en  prenant  les  coordonnées  polaires  R  et  9  dans  le 
plan  {xy)^  moindre  que 

TA  dK  d^  /l+p2_^^2^ 

intégrale  qui  sera  très  petite  si  l'aire  limitée  par  y  est  très  petite. 
Donc,  quand  le  point  A  traverse  la  surface,  le  potentiel  V  ne 
cesse  pas  d'être  une  fonction  continue. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  dérivées  partielles,  qui  cessent 
d'avoir  un  sens  quand  le  point  est  sur  la  surface.  Sans  m'arrêter 
sur  cette  question,  je  veux  seulement  faire  connaître  à  ce  sujet 
une  formule  essentielle  qui  va  être  très  utile  dans  la  démonstration 
de  deux  théorèmes  qui  termineront  ce  Chapitre. 

11.  Considérons  une  surface  fermée  S  et  une  couche  étendue 
sur  sa  surface  ;  on  la  suppose  telle  que  l'attraction,  sur  tout  point 
intérieur,  soit  nulle.  Dans  ces  conditions,  le  potentiel  dû  à  l'at- 
traction de  cette  couche  sera  constant  à  l'intérieur  et,  par  con- 
séquent, sur  la  surface  S  qui  est  dite  alors  une  surface  de  niveau, 
c'est-à-dire  une  surface  où  le  potentiel  est  constant.  Soit  C  la 
valeur  constante  du  potentiel  sur  S  ;  à  l'extérieur,  le  potentiel  est 
une  fonction  variable  avec  la  position  du  point  {x,  y,  z)  et  qui  varie 
depuis  la  valeur  C  jusqu'à  zéro,  quand  le  point  s'éloigne  indé- 
finiment. Envisageons  une  surface  de  niveau  S' infiniment  voisine 
de  S  et  un  élément  ch  sur  celle-ci.  Par  les  points  du  contour  de 
cet  élément,  menons  des  courbes  orthogonales  aux  surfaces  de 
niveau  ;  ces  courbes  formeront  une  sorte  de  surface  cylindrique, 
et  je  considère  le  volume  limité  par  ce  petit  cylindre  et  les  deux 
surfaces  S  et  S^  Appliquons  à  ce  volume  la  relation  générale  de 
Gauss  (§  6) 


// 


dn  * 
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Les  termes  de  l'intégrale  relatifs  à  la  surface  latérale  et  à  l'élé- 
ment d'y  sont  nuls,  puisque  le  cylindre  a  ses  génératrices  nor- 
males aux  surfaces  de  niveau  et  que,  d'autre  part,  V  reste  constant 
quand  on  pénètre  dans  la  surface.  L'intégrale  se  réduit  donc  à 

l'élément  -r-  ch'  relatif  à  l'élément  di'  découpé  sur  la  surface  S' 
dn  ' 

par  le  cylindre.  D'ailleurs,  on  a  (§  10) 

M  =  £  8  <ia  =  p  t/a, 

et,  par  suite,  l'égalité  précédente  se  réduit  ici  à 

-— —  cfa  =  —  4 ^?  "<7- 
dn  ' 

Or,  faisons  tendre  S'  vers  S,  le  rapport  -v-  tend  vers  l'unité,  et 

il  nous  reste 

T^  ^ 

formule  capitale  oii  il  faut  bien  entendre  que  -r-  représente  la  li- 
mite de  la  dérivée  relative  à  la  normale  extérieure  pour  la  surface 
de  niveau  S',  quand  celle-ci  se  rapproche  indéfiniment  de  S. 

Voici  une  conséquence  intéressante  de  cette  formule.  Suppo- 
sons que  l'on  ait,  sur  la  surface  S,  deux  couches  différentes 
n'exerçant  aucune  action  à  l'intérieur.  Soient,  en  chaque  point, 
p  et  p,  les  densités  superficielles  pour  ces  deux  couches,  V^  et  V, 
les  potentiels  qui  leur  correspondent.  V  et  V,  auront  chacun  une 
valeur  constante  sur  la  surface,  soit  m  le  rapport  de  ces  deux 
constantes.  Les  deux  potentiels 

V,     m  \\ 

auront  la  même  valeur  sur  S  ;  ils  devront  donc  coïnci,der  à  l'exté- 
rieur (§  7).  Donc,  pour  chaque  élément,  nous  avons 


dy       _  dVi 
et,  par  suite, 


dn  dn 


mp^ 


Les  deux  densités  sont   dans  le  même  rapport  en  tous  les 
points  de  la  surface. 
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12.  Je  considère  maintenant  une  famille  de  surfaces 

\{x,y^  z)  =  const., 

]a  fonction  V  satisfaisant  à  l'équation  AV  =  o,  à  l'extérieur  d'un 
certain  volume  P,  et  s'annulant  à  l'infini  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles  comme  un  potentiel.  On  suppose,  de  plus,  que,  G  variant 
depuis  une  certaine  valeur  y  jusqu'à  zéro,  les  surfaces 

(4)  Y(x,y,z)  =  C 

soient  des  surfaces  fermées,  enveloppant  entièrement  le  volume  P. 
Prenons  une  de  ces  surfaces  et  étalons  sur  elle  une  couche  dont 
la  densité  en  chaque  point  soit  inversement  proportionnelle  à  la 
distance  à  la  surface  infiniment  voisine.  Nous  allons  établir  que  : 

L'action  de  cette  couche,  pour  tout  point  qui  lui  est  intérieur, 
est  nulle,  et  que,  pour  les  points  extérieurs,  les  surfaces  de 
niveau  sont  les  surf  aces  de  la  famille  considérée. 

Tout  d'abord,  nous  pouvons  prendre  comme  expression  de  la 
densité 

I    dy 

expression  inversement  proportionnelle  à  dn,  puisque,  quand  on 
passe  d'une  surface  à  la  surface  voisine,  dW  est  constant.  Soit  A 
un  point  intérieur  à  la  surface  Ç  définie  par  l'équation  (4),  la  for- 
mule de  Green,  appliquée  pour  le  volume  indéfini  extérieur  à  cette 
surface,  nous  donne 


Or,  sur  la  surface,  V  a  la  valeur  constante  G  ;  donc 

Ainsi,  quel  que  soit  le  point  A  intérieur  à  S,  le  potentiel  du  à 
l'attraction  de  la  couche  étendue  sur  S  est  égale  à  la  conslante  G. 
L'attraction  de  cette  couche  est  donc  nulle  sur  tout  point  in- 
térieur. 
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Appliquons  encore  la  formule  de  Green,  mais  en  supposant  le 
point  A  extérieur  à  S.  Nous  aurons 

''-iff{'r'z~^''I)^'----hfm-''--fj'-?. 

ce  qui  montre  que  le  potentiel  dû  à  l'attraction  de  la  couche  est 
égal,  au  point  A,  à  la  valeur  V^  de  la  fonction  V(^,y,  z)  en  ce 
point.  La  famille  des  surfaces,  dont  nous  sommes  parti,  donne 
donc  les  surfaces  de  niveau. 

Le  théorème  précédent  est  uq  cas  particulier  d'une  proposition 
plus  générale  donnée  par  Green  dans  le  Mémoire  que  nous  avons 
déjà  cité.  Elle  a  été  retrouvée  postérieurement  par  Ghasles. 

13.  On  doit  à  M.  Bertrand  un  théorème  qui  est,  en  quelque 
sorte,  l'inverse  de  la  question  précédente  et  que  des  considéra- 
tions géométriques  avaient  conduit  l'éminent  géomètre  à  énoncer 
comme  très  vraisemblable.  On  peut  l'établir  comme  il  suit  (^  )  : 

On  a,  je  le  suppose,  une  famille  de  surfaces  fermées  telles  que, 
si  l'on  couvre  une  quelconque  d'entre  elles  d'une  couche  dont  la 
densité  soit  en  chaque  point  inversement  proportionnelle  à  la 
distance  à  la  surface  infiniment  voisine,  l'attraction  de  cette  couche 
sur  tout  point  intérieur  soit  nulle.  Nous  allons  établir  que,  dans 
ces  conditions,  les  surfaces  extérieures  à  la  couche  seront  pour 
elles  des  surfaces  de  niveau. 

Désignons  par 

l'une  quelconque  des  surfaces.  Si  A  désigne  un  point  intérieur  à  S 
et  /'  sa  distance  à  l'élément  variable  d^  de  cette  surface,  l'inté- 


grale 


ou  encore 
(5) 
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étendue  à  S,  ne  dépend  pas  de  la  position  de  A;  le  multiplicateur 

de  —  est,  en  effet,  dans  la  première  intégrale  -,—  et  est  bien,  par 

suite,  inversement  proportionnel  à  dn.  Or  prenons  deux  surfaces 
S  et  S^  (S'  étant  extérieur  à  S  et  correspondant  à  la  valeur  V  du 
paramètre);  nous  pouvons  dire  que  l'intégrale  (5),  étendue  à  la 
surface  intérieure  de  S  et  à  la  surface  extérieure  de  S',  est  indé- 
pendante de  la  position  de  A.  Or  cette  intégrale,  comme  nous  le 
savons,  peut  se  remplacer  par  l'intégrale  triple 

étendue  au  volume  compris  entre  S  et  S',  laquelle  est  la  somme 
de  l'intégrale 

et  de  l'intégrale 


"^., ,'i^,„   .,,,., ,,^^_ 


dz      dz\ 


dx      dx  dy      dy 

qui,  d'après  la  formule  préliminaire  de  Green,  se  réduit  à 


;/  J  -^  dn 


a.    H^^ 


et  est  par  suite  égale  à  l\T.Çi! — \)\  car, /étant  constant  sur  les 
deux  surfaces  d'intégration,  nous  sommes  ramené  à  l'intégrale 
de  Gauss. 

De  là  résulte  que  l'intégrale  (6)  ne  dépend  pas  de  la  position 
de  A.  Or  supposons  maintenant  V=z\  -h  dl^  l'élément  de  volume 
dœ  dy  dz  se  réduit  à 


dQ  dn 


d<^dl 


\/i:i 


dx)     '     \dy!  \ôz 


car 


dn        V    \dxl         \ây] 


à/y 

dz     ' 


1 
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L'intégrale  (6),  en  supprimant  le  facteur  «?X,  se  réduit  alors  à 


(7) 


ff. 


d\f       d^       d\f 


2    r 


D'autre  part,  l'intégrale  (5)  peut  aussi  s'écrire 

//i/(IRfHÏ7$- 

Les  intégrales  (y)  et  (8)  ne  dépendent  donc  pas  de  la  position  de  A 
à  l'intérieur  de  S;  il  en  résulte  que  (§  11)  le  quotient 


dx^        dy^        dz^ 


dS'^' 


,0^.  ^o 


reste  constant  sur   chaque  surface;   il  est  donc  une  fonction  de 

La  démonstration  va    maintenant  s'achever  facilement  :  de  la 
relation 

A/ 


(9) 


\dx)     '     \dy)    ^  \àz) 


F(/), 


on  déduit  immédiatement  qu'il  existe  une  fonction  V  de/  satis- 
faisant à  l'équation  de  Laplace.  Soit,  en  effet, 

le  calcul  de  AV  donne  de  suite 

L'équation  AV  =  o  revient  donc  à 

A/ _ 


dp 


d^ 


'       \èx)   -^  \ùy)   -^  \ùz)  df 

et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse  trouver 
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une  fonction  ^  (/)  vérifiant  cette  relation  est  que  l'on  ait  l'iden- 
tité (9). 

L'équation  de  la  famille  de  surfaces 

peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

et,  par  suite,  nous  nous  trouvons  ramené  au  théorème  précédent. 
Toutefois  une  objection  se  présente;  dans  le  cas  actuel,  nous  ne 
savons  rien  sur  la  façon  dont  se  comporte  la  fonction  Y [x^y^  z) 
à  l'infini.  Mais  cela  importe  peu,  si  l'on  a  soin  de  modifier  de  la 
manière  suivante  le  raisonnement  fait  au  paragraphe  précédent. 
Considérons  deux  surfaces  fermées  S  et  S' 

on  suppose  S  intérieur  à  S'. 

Soit  A  un  point  compris  entre  ces  deux  surfaces.  On  aura,  d'a- 
près la  formule  classique, 


i~  J   J     \     dn        r  dnj     ^       ^r.  J   J 


*    '^ 

an        r  an 

S' 


pour  la  première  intégrale,  la  dérivée  est  prise  vers  l'extérieur  de 
la  surface;  elle  est  prise  vers  l'intérieur  dans  la  seconde.  Mais  V 
étant  constant  sur  les  surfaces  d'intégration,  la  formule  précédente 
se  réduit  à 

^  "~       i'KjJrdn^^  i-ïz  J  J    r   dn    ^' 

s  S' 

Or  la  seconde  intégrale,  celle  qui  est  relative  à  la  surface  S',  est 
indépendante  par  hypothèse  de  la  position  de  A.  Donc  V^  qui,  à 
une  constante  près,  se  réduit  à 


représente  le  potentiel   au   point  A  de   l'action   exercée   par   la 
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couche  de  densité  — ~  étalée  sur  S.  Les  surfaces 

4~  an 

V(^,j,-5)  =  const.  ^   ,v 


l5' 


extérieures  à  la  surface  S  sont  donc  les  surfaces  de  niveau  pour 
cette  couche.  C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

14.  Faisons  une  ajDplication  au  cas  où  la  famille  considérée  de 
surfaces  est  une  famille  d'ellipsoïdes  homofocaux, 


En  désignant,   pour  des  valeurs  données  de  œ,  y^  z^  la  plus 
grande  racine  de  cette  équation  par  1,  nous  devons  calculer 


1/ 


Or,   en  différentiant  successivement  par  rapport  à  œ,  y,  z,  on 

trouve  imm( 

précédente, 


,  T  dX      d\      dX         ,^      1  1, 

trouve  immédiatement  —5  -y-?  -r^  et  Imalement,  pour  1  expression 


\/ 


(«2-1- X)2     (b^-^iy     (c2+X)-^ 


En  particulier,  pour  l'ellipsoïde  correspondant  à  À  =  o,  la  loi  de 
la  densité,  en  supposant  celle-ci  inversement  proportionnelle  à  la 
dislance  à  la  surface  infiniment  voisine,  pourra  être  représentée 
par 


y      -2 

b*         c* 


H^ 


Je  dis  que  pour  une  telle  couche  l'action  sur  un  point  intérieur 
est  nulle.  Pour  l'établir,  nous  aurons  recours  à  l'artifice  suivant: 
Imaginons  un  second  ellipsoïde  homothétique,  concentrique  au 
premier  et  extérieur,  et  supposons  que  l'espace  compris  entre  ces 
deux  surfaces  soit  rempli  d'une  matière  de  densité  constante  ô. 
Cette  masse  n'exercera  aucune  action  sur  un  point  intérieur  A. 
Pour  le   voir,   il  suffit  de  considérer  un  cône  d'ouverture  infini- 


'i 
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ment  petite  <^S,  ayant  pour  sommet  le  point  A.  On  sait  que  deux 
ellipsoïdes  homothétiques  détachent  sur  une  même  sécante  des 
portions  égales,  c'est-à-dire  qu'en  désignant  par  /'^  et  r'^ ,  Vo  et  t\ 
les  distances  respectives  du  point  A  aux  points  de  rencontre  d'une 
sécante,  passant  par  ce  point,  avec  les  deux  ellipsoïdes,  on  aura 
r^  —  /'2  =  r\  —  /\, .  De  cette  propriété  résulte  immédiatement  que 
les  deux  masses,  découpées  parle  cône  élémentaire  dans  le  volume 
attirant,  exerceront  sur  le  point  A  une  même  attraction,  qui  aura 
pour  expression 

8  d^  fdr  =  0  c/E(ri  —  r^)  =  odZ{r\  —  r'^). 

Soit  maintenant  i  +  a  le  rapport  de  similitude  des  deux  ellip- 
soïdes. Cf.  étant  très  petit.  Appelons  p  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  le  plan  tangent  à  l'élément  d^j  du  premier  ellip- 
soïde; le  cône  ayant  A  pour  sommet  et  pour  base  da  découpera 
dans  le  volume  attirant  un  volume  élémentaire  égal  à 

ptx  d(7, 

car  pa  représentera  la  distance  de  deux  plans  tangents  correspon- 
dants dans  les  deux  ellipsoïdes  homothétiques.  La  masse  de  cet 

élément  sera  donc 

pazd(7, 

et  la  densité  superficielle  sur  l'ellipsoïde,  comme  il  a  été  expli- 
qué (§  10),  sera  proportionnelle  à/?.  Or  on  a 


/S 


Nous  retombons  donc  sur  la  couche  que  nous  avons  obtenue 
plus  haut.  Pour  une  telle  couche,  dont  l'action  sur  un  point  inté- 
rieur est  nulle,  les  surfaces  de  niveau  à  l'extérieur  seront,  d'après 
le  théorème  de  M.  Bertrand,  des  ellipsoïdes  homofocaux  à  l'ellip- 
soïde sur  lequel  est  étalée  la  couche  considérée.  Cette  remarquable 
proposition  est  due  à  Poisson. 
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IV.  —  Méthode  de  M.  Robin  pour  la  recherche  d'une  couche 
sans  action  sur  un  point  intérieur. 

15.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  faisant  la  recherche  de  la 
couche  étalée  sur  une  surface  convexe  et  sans  action  sur  un  point 
intérieur.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  (§11),  cette 
couche  est  unique  si  l'on  fait  abstraction  d'un  facteur  constant 
par  lequel  on  peut  multiplier  la  densité  en  chaque  point  de  la  sur- 
face. Ce  problème  est  du  plus  grand  intérêt,  car  il  revient  au  pro- 
blème de  la  distribution  de  l'électricité.  Parmi  les  diverses  méthodes 
proposées  pour  le  résoudre,  une  des  plus  élégantes  est  celle  de 
M.  Robin  [Comptes  rendus  des  séances  de  L'Académie  des 
Sciences,  t.  CIV,  p.  i834)-  Nous  allons  l'exposer,  en  démontrant 
d'abord  une  formule  préliminaire,  obtenue  par  cet  auteur  dans  sa 
remarquable  Thèse  sur  le  problème  de  la  distribution  de  l'élec- 
tricité (^). 

16.  Nous  considérons  donc  une  couche  étalée  sur  une  surface 
fermée  convexe  et  n'exerçant  aucune  action  sur  un  point  intérieur. 
En  un  point  fixe  m  sur  la  surface,  je  mène  la  normale  n  et  je  prends 
sur  cette  droite,  kV  intérieur  de  la  surface,  un  point /?2i  infiniment 
voisin  de  m.  L'action  exercée  par  la  couche  sur  le  point  m,  est 
nulle.  Evaluons  la  composante  suivant  mm^  de  l'action  exercée 
par  la  couche  sur  le  point  /?z  ;  elle  sera  représentée  par  l'intégrale 

(.0,  Jf'-^^^' 

où  cp  désigne  l'angle  fait  avec  la  normale  fiinii  par  la  droite  joi- 
gnant le  point  f7i  à  l'élément  d(T.  (On  aura  soin  de  ne  pas  confondre 
cet  angle  avec  celui  qui  a  été  désigné  par  la  même  lettre  dans  un 
Chapitre  précédent.)  L'intégrale  précédente  a  un  sens  parfaitement 
déterminé;  on  s'en  assure  en  prenant  le  point  in  pour  origine  et 
introduisant  les  coordonnées  polaires  avec  lesquelles  l'élément  ne 
devient  plus  infini.  En  désignant  de  même  par  cp<  l'angle  que  fait 
avec  niim  la  droite  joignant  le  point  7?î,   à  l'élément  d<7^  l'inté- 


(')  G.  Robin,  Annales  de  V École  Normale,  i886  (supplément). 
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grale 

représentera  la  projection  sur  7?z<  //z  de  Faction  de  la  couche  en  m^  ; 
cette  intégrale  sera  donc  nulle  par  hypothèse.  Formons  la  somme 
des  intégrales  (lo)  et  (i  i);  il  est  facile  de  l'évaluer.  Partageons,  en 
effet,  la  surface  en  deux  parties,  dont  l'une  est  l'aire  S  infiniment 
petite,  découpée  autour  de  m  par  une  sphère  de  rayon  infiniment 
petit  /,  ce  rayon  étant  toutefois  infiniment  grand  par  rapport  à  la 
distance  mm^.  La  somme  des  intégrales  (lo)  et  (i  i),  relatives  à  la 
portion  de  la  surface  extérieure  à  l'aire  S,  est  infiniment  petite; 
car,  le  rayon  r  une  fois  fixé,  l'action  exercée  sur  /?i,  par  cette  por- 
tion de  surface  varie  d'une  manière  continue  quand  /?^^  se  rap- 
proche indéfiniment  de  m.  11  reste  à  évaluer  la  somme  pour  l'aire  S. 
L'intégrale  (lo)  a  évidemment  une  valeur  infiniment  petite  ;  l'inté- 
grale (il)  représente,  à  un  infiniment  petit  près,  le  produit  par 
p;„  de  l'angle  solide  sous  lequel  on  voit  du  point  m^  l'aire  S  :  «'est 
ce  qu'on  voit  nettement  en  introduisant  l'angle  ^  fait  par  la  nor- 
male à  l'élément  t/cr  et  la  droite  joignant  cet  élément  au  point  /??,. 
L'intégrale  peut  s'écrire 


// 


cosoi  cosJ;  d^ 

P 


et,  si  l'on  appelle  pm  la  valeur  de  p  au  point  /?z,  cette  expression 

différera  très  peu  de 

r  r  coscpi  cos(|;  d^ 

Or  — -T^  est  très  voisin  de  l'unité;  nous  sommes  donc  ramené  à 


'JJ    ~~r\~ 


Nous  avons  cette  fois  l'intégrale  de  Gauss.  Le  multiplicateur  de 
p,„  est  l'angle  solide  sous  lequel  du  point  m^  on  voit  l'aire  S;  il 
est  donc  très  voisin  de  2?:,  et  nous  arrivons  enfin  à  la  formule 

puisque,  comme  il  a  été  dit,  l'intégrale  (ii)  est  nulle.  C'est  une 


? 
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équation  fonctionnelle  à  laquelle  satisfait  la  densité  p,  considérée 
comme  fonction  de  point  sur  la  surface,  quand  cette  densité  cor- 
respond à  une  couche  sans  action  sur  un  point  intérieur. 

Cette  équation  fonctionnelle  dé  finit  complètement,  à  un  fac- 
teur constant  près,  la  densité  p.  Pour  le  voir,  reprenons  le  rai- 
sonnement précédent,  sans  nous  appuyer,  bien  entendu,  sur  ce 
que  l'intégrale  (il)  est  nulle.  De  l'existence  supposée  de  l'équa- 
tion (12),  on  tire  précisément  la  conclusion  que  l'intégrale  (11) 
est  nulle  ou,  pour  parler  plus  rigoureusement,  qu'elle  est  infini- 
ment petite  si  le  point  m^  est  infiniment  voisin  de  la  surface.  Ceci 
suffit  à  établir  que  p  représente  la  densité  d'une  couche  sans  action 
sur  un  point  intérieur.  En  etfet,  considérons  la  surface  S',  parallèle 
à  la  surface  convexe  donnée  S,  obtenue  en  portant  sur  la  normale 
intérieure  une  longueur  constante  infiniment  petite.  En  chaque 

point  de  S',  la  dérivée  ^  du  potentiel  du  à  la  couche  étalée  sur  S, 

est  infiniment  petite;  or  on  a,  d'après  la  formule  préliminaire  de 
Green,  où  l'on  fait  U  =  V, 


n.mh{%hmY''-'-ji 


an 


l'intégrale  triple  étant  étendue  au  volume  limité  par  S'  et  l'intégrah 

dti 


double  étant  étendue  à  cette  surface.  Or  y-  est  infiniment  petit; 


il  en  sera,  par  suite,  de  même  des  dérivées  partielles  ^,  —,  ^ 

^  ôx     dy      ùz 

en  tous  les  points  de  l'intérieur.  Ces  expressions,  indépendantes 
de  la  surface  S',  étant  aussi  petites  que  l'on  veut,  sont  rigoureuse- 
ment nulles,  et,  par  suite,  V  est  constant  à  l'intérieur.  La  couche 
de  densité  p  étendue  sur  S  est  donc  sans  action  sur  un  point  inté- 
rieur; c'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Faisons  encore  la  remarque  importante  que  la  densité  p  d'une 
couche  sans  action  sur  un  point  intérieur  ne  peut  s'annuler  en 
aucun  point  de  la  surface  convexe  S.  C'est  ce  que  montre  l'équa- 
tion fonctionnelle  de  M.  Robin.  En  effet,  coscp  étant  toujours  po- 
sitif, les  éléments  de  l'intégrale  (12)  sont  tous  positifs  et  l'on  ne 
peut  avoir,  par  suite,  p^^  =  o.  Il  y  aura  certainement  un  certain 
nombre  positif,  au-dessous  duquel  ne  descendra  pas  la  densité  p. 
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17.  Nous  sommes  maintCDant  en  mesure  de  résoudre  le  problème 
proposé.  Donnons-nous  une  fonction  quelconque  f^  bien  déter- 
minée, finie  et  continue  en  tout  point  de  S;  pour  fixer  les  idées, 
nous  supposerons  cette  fonction  positive  en  tous  les  points  de  la 
surface.  Je  forme  la  suite  d'intégrales 

1 

La  première  équation  donne  une  fonction  /,  du  point  arbi- 
traire m  sur  la  surface;  avec  cette  fonction,  on  forme  la  seconde 
intégrale,  et  ainsi  de  suite.  L'angle  cp  a  la  même  signification  qu'au 
paragraphe  précédent,  c'est  l'angle  formé  par  la  droite  r  qui  va  de 
m  à  l'élément  do-  avec  la  normale  intérieure  en  m.  On  va  démontrer 
que  f,i  tend  vers  la  densité  p  dhme  couche  sans  action  sur  un 
point  intérieur. 

On  peut  écrire 


ch. 


Soient  A  le  maximum,  B  le  minimum  du  rapport  —  •  En  suivant 

P 

la  même  idée  que  plus  haut  avec  M.  G.  Neumann,  partageons  la 

surface  S  en  deux  parties  :  l'une,  a,  pour  laquelle  la  valeur  de  i- 

9 

est  supérieure  à  '   "^  \:  l'autre,  fj,  pour  laquelle  cette  valeur  sera 
inférieure  ou  égale  à On  aura 


..y.SAJ  j  -^rfa+  ^^jj  ^da, 
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ce  qui  peut  encore  s'écrire 

S  a 

Or  nous  avons  vu  que  /  /  ^^pch=  27:3. 
S 
Posons 

On  aura  donc 


/l 

p 

^A 

— 

A 

2 

R 

11 

/l 

^B 

-+- 

A 

— 

B 

Oa 

p 

2 

2  710 

Nous  avons  deux  limites  entre  lesquelles  est  comprise  —  pour 

un  point  jn  de  la  surface.    Pour  un  autre  point  //?/,  nous  aurions 
des  inégalités  analogues 


9' 

^A- 

A  —  B     0,3 

2            2  710 

■Il 

p' 

^B-^ 

A  —  B     O'a 

2            2  7Tp' 

les  accents  indiquant  que  les  fonctions  et  les  intégrales  B  sont 
prises  pour  le  point  m' . 

Nous  lirons  des  inégalités  qui  précèdent 

p  p  2        \27:p         2  7rp' 


p  p  2        \27rp         27rp 

Or  il  est  évident  que 

>^+/— '<'        («-+-?  =  S), 

47:p        4*?^? 
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car  chacun  des  termes  est  moindre  que  ^;  de  plus,  cette  somme 
restera  supérieure  à  un  nombre  positif  plus  petit  que  l'unité.  Il  en 
est  de  même  de 

-k  +  iL. 

4'Jrp         ^Tzp' 
Nous  en  concluons,  enfin, 

^-•^j<{.(A-B)         (o  <{.<!). 

Si  donc  on  désigne  par  A,  et  B<  le  maximum  et  le  minimum  de 

—  »  on  aura 
P 

A,-Bi<fjt(A-B), 

et,  en  général,  A„,  B„  désignant  le  maximum  et  le  minimum  de  ^ , 

p 
on  a 

Si  donc//,  tend  vers  une  limite  pour  chaque  point  m  de  la  sur- 
face, il  est  manifeste  que  le  quotient 

.fn 

P 
tend  vers  une  constante,  puisque  la  différence  entre  son  maximum 
et  son  minimum  tend  vers  zéro   quand  n  augmente  infiniment. 

Or  l'inégalité  précédente  elle-même  montre  que  /„  tend  vers 
une  limite  ;  on  peut,  en  effet,  écrire 


27:  Jj       p'  / 


fn^X     p'cOSCp 


(T/t, 


en  mettant  explicitement  en  évidence,  sous  le  signe  d'intégration 
au  moyen  des  accents,  que  les  fonctions  se  rapportent  à  l'élé- 
ment <icr.  Par  suite, 

puisque 

mais 

^~  ^^^|<ja»-UA-B); 
P  P      \       ^  ^ 

i3 
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nous  avons  donc 

i  fn-fn-x  1  <  [^«-^  p(A  -  B)<  [Jt«-1  po(A  -  B), 

en  désignant  par  po  le  maximum  de  p. 
Si  l'on  écrit  alors 

fn  ^f<^-^{fi  — /o)  +.  .  .^  (A  — .A-i), 

on  voit  que  la  limite  àe  fn  existe  bien  et  peut  être  regardée  comme 
la  somme  d'une  série,  dont  les  termes  décroissent  à  la  façon  d'une 
progression  géométrique  décroissante. 
Il  est  donc  démontré  que 

limy„  —  Cç)         (pour  ii  =  ce), 

C  étant  une  constante.  Cette  constante  G  ne  peut  d'ailleurs  être 
nulle,  quelle  que  soit  la  fonction  initiale  /,  puisque,  en  particu- 
lier, si  l'on  prenait  /=  p,  on  aurait  C  =  i.  La  méthode  précé- 
dente permet  donc  d'obtenir  la  densité  de  la  couche  sans  action 
sur  un  point  intérieur. 
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CHAPITRE  YIII. 

INTÉGRATION  DES  SÉRIES.  -  SÉRIES  ENTIÈRES. 


I.  —  Des  séries  uniformément  convergentes. 

1.  Les  fondions  se  présentant  souvent  en  Analyse  sous  forme 
de  séries,  il  serait  extrêmement  utile  d'avoir  des  règles  qui  per- 
missent d'effectuer  l'intégration  ou  la  différentiation  d'une  fonc- 
tion ainsi  représentée.  On  sait  malheureusement  peu  de  chose  de 
général  sur  ce  sujet.  Toutefois  l'étude  de  ces  questions  a  conduit 
à  bien  préciser  la  nature  particulière  de  convergence  de  certaines 
séries  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire.  Soit 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  va- 
riable X  ;  la  série  est  supposée  convergente  quand 

On  la  dira  unifonnément  convergente  dans  cet  intervalle, 
quand,  étant  donné  à  l'avance  un  nombre  £,  on  peut  prendre  n 
assez  grand  pour  que  le  reste  de  la  série 

correspondant  au  nombre  n^  soit  inférieur  en  valeur  absolue  à  £. 
quelle  cjue  soit  la  valeur  de  x  dans  Vintervalle  (a,  6).  En  d'au- 
tres termes,  l'approximation  ne  doit  pas  dépendre  de  la  valeur 
particulière  de  x  que  l'on  considère. 

11  est  facile  d'indiquer  des  séries,  convergentes  dans  un  inter- 
valle, mais  non  uniformément  convergentes  ;  soit,  par  exemple,  la 
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X- 


(1+372)2  (^i^^2y 


elle  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x,  mais  elle  n'est  pas 
uniformément  convergente  dans  un  intervalle  comprenant  la  va- 
leur X  =^  o.  On  a,  en  effet, 

et  on  ne  peut  pas  fixer  n  de  telle  sorte  que  R//(.r)  soit  inférieur 
à  £,  ^  étant  aussi  voisin  de  zéro  qu'on  voudra. 

2.  La  notion  de  convergence  uniforme  étant  établie,  on  peut 
faire,  sur  la  fonction  représentée  par  la  série,  quelques  remarques 
aussi  simples  qu'importantes. 

Tout  d'abord  la  fonction  f{x)  représentée  par  la  série,  uni- 
formément convergente  dans  ^intervalle  (a,  b), 

oii  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x,  sera  elle-même 
une  fonction  continue  dans  cet  intervalle. 

Ecrivons 

f{x)  =  uo^  iii^..  .-hu,i-i-  R„. 

Nous  pouvons,  par  hypothèse,  prendre  n  assez  grand  pour  que 
I  R«  I  <C  ^?  ^  étant  quelconque  dans  l'intervalle  (a,  6),  et  £  dé- 
signant une  quantité  donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  l'on 
voudra.  On  aura  donc 

f{x')  -^f{x)  =  i/o  +  W'i  +  .  .  .  -4-  î4  —  (  ^0  -^  Wi  -H  .  .  .  +  Un)  -H  R/i  —  R/o 

quels  que  soient  x  et  x\  avec 

D'autre  part,  la  fonction  ?^o+  u^-\- . .  .-\-  u,i^  formée  d'un  nombre 
limité  de  termes,  est  continue  ;  par  suite,  on  peut  prendre  x'  suf- 
fisamment voisin  de  x  pour  que  la  différence 

(  w'o  -4-  m'i  -r-  .  .  .  -f-  U'n  )  —  (  ^o  +    ?<1  "+    •  •  •  "t-  W,i) 
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soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  s,  et,  par  conséquent, 

\f{x')-f{x)\   <3£, 
si  x'  est  suffisamment  voisin  de  ^  ;  la  fonction  est  donc  continue. 

3.  Montrons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  pourra  être 
intégrée  en  faisant  la.  somme  des  intégrales  de  chaque  terme 
de  la  série. 

On  a  d'abord 

/^P  r'^  ^P  ^? 

/     f{x)dx^-\      u^dx-^.  ..-r-  \      Undx  -^  l      V^n{oc)dx, 

«/a  '^OL  ^rj,  Jrj_ 

a  et  j3  étant  compris  dans  l'intervalle  (^,  h).  Mais,  n  étant  tou- 
jours fixé  de  la  même  manière, 

I  r' 

/      \\n{x)dx     <£  I  ^_a  I, 
£  étant  aussi  petit  que  l'on  veut  ;  il  en  résulte  que  la  série 
/       Uodx-^.  .  .-h  I      Un  dx  -^  .  .  . 

Jd.  d  Cf. 

est  convergente  et  a  pour  limite  /    f{x)dx.  On  pourra  donc  faire 

l'intégration  en  intégrant  chaque  terme  de  la  série  et  en  faisant  la 
somme  de  ces  intégrales. 

Relativement  à  la  dérivation  de  f{x),  la  règle  n'est  plus  aussi 
simple.  Supposons  que  les  fonctions  u  aient  des  dérivées  elles- 
même  continues;  la  série 

duQ       dui  dun 

dx         dx     '  '  '  '        dx 

ne  sera  pas  nécessairement  convergente;  telle  est,  par  exemple,  la 
série  correspondante  à  Un  =  -- — ^^\  mais,  si  elle  est  uniformé- 
ment convergente  dans  Vintervalle  {a^  b),  on  peut  affirmer 
qu^ elle  représente,  dans  cet  intervalle,  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion f(^x). 
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Soil,  en  effet, 

o(x)  =  -^  +  ^  ^_        _.    ^^» 

dx         dx        '  '  '  ^   dx        '  '  "' 

on  aura,  d'après  le  théorème  qui  vient  d'être  établi, 

f    oix)dx  =  {u,-u^^)-^{u,-ui)-i-...-..-{u„-ul)^..., 

Kl  désignant  la  valeur  de   Un{x)  pour  ^  :==  a  ;  or  la  série  dans  le 
second  membre  représente  la  différence  des  séries 

et 


't  -t-  < 


On  a,  par  suite, 

/(^)-  /      ^{x)  dx  ^  ul  -^  u\  ~\- .  .  .^-  ul-^ .  .  ., 

ce  qui  montre  bien  que/(^)  a  pour  dérivée  'f  (x"). 

La  notion  de  la  convergence  uniforme  s'applique  aux  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables.  Soit,  par  exemple, 

u{x,y)  =  u^{x,y)  -^  u^{x,y)  -^ .  .  .-\-  Un{x ,  y^  -^  .  . . 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  des  deux 
variables  x  et  y  quand  le  point  (x^y)  est  à  l'intérieur  d'ain  con- 
tour A.  La  série  sera  uniformément  convergente  dans  ce  contour, 
si  l'on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  reste  de  la  série, 
relatif  au  nombre  n,  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée  à 
l'avance  £,  quel  que  soit  le  point  (x^y)  dans  le  contour  A.  Le 
théorème  relatif  à  l'intégration  s'étend  de  lui-même.;*  si  S  désigne 
une  aire  contenue  dans  A,  on  aura 

/  /  u(x,y)  dxdy^jj  u^Çx,  y)dx  dy-\-...-\-  j  /  Un{<^,y)  dxdy-\-..., 

les  intégrales  doubles  étant  étendues  à  l'aire  S. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  généralités  ;  nous  allons  les  appliquer 
à  une  classe  de  séries  qui  jouent,  dans  la   théorie  des  fonctions, 
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un  rôle  capital,  je  veux  parler  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  la  variable. 

II.   —  Des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières 
et  croissantes  de  la  variable. 

o.  La  formule  de  Mac-Laurin  conduit  à  considérer  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  positives  et  entières  de  la  va- 
riable. Prenons^  a  priori,  une  telle  série 

(i)  a^i-^  a\X -^  a^x'^-^- .  .  .-\- a,iX^ -\-. .  .^ 

OÙ  les  a  désignent  des  constantes.  Abel  a  donné,  relativement  à 
ces  séries,  deux  propositions  importantes.  Désignons,  d'une  ma- 
nière générale,  par  A,  la  valeur  absolue  de  a  et,  par  X,  la  valeur 
absolue  de  x.  Le  premier  théorème  d'Abel  est  le  suivant  : 

Si,  pour  une  valeur  Xq  de  x^  on  a,  quel  que  soit  /z, 

A„X-<M, 

M  étant  un  nombre  fixe,  la  série  sera  convergente  pour  toute 
valeur  de  x  inférieure  à  Xo  en  valeur  absolue. 

Je  dis,  en  effet,  que  la  série  à  termes  positifs 

Ao-i- AiX-i-...-4-A„X«4-... 

sera  convergente,  si  X  <^  Xq.  On  le  voit  de  suite,  en  remarquant 
que  les  termes  de  cette  série  sont  moindres  que  ceux  de  la  série 


M  +  M(  ^  )  -f-...+  M 


(!)■ 


évidemment  convergente.  La  série  (i)  est  donc  convergente  quand 
on  remplace  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue,  si 

I  X  I  <Xo: 

elle  est  donc  elle-même  convergente.  En  entendant  par  série  ab- 
solument convergente  une  série  dans  laquelle  la  série  des  valeurs 
absolues  des  termes  est  convergente,  nous  pouvons  dire  que  la 
série  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x  de  mo- 
dule moindre  que  Xq. 
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Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  la  série  convergerait 
pour  œ  =  Xo;  dans  ce  cas,  A„X;;  tend  manifestement  vers  zéro 
quand  n  augmente  indéfiniment,  et  nous  pouvons  appliquer  le 
théorème  précédent.  Si  donc  la  série  converge  pour  ^  -.  Xq,  elle 
converge  pour  toute  valeur  de  œ  telle  que  |  ^  j  <  ;  ^o  |  • 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  ^o  positif;  si  la  série  (i)  converge 
pour  ^=r^o,  elle  convergera,  d'après  ce  qui  précède,  pour  toute 
valeur  positive  de  œ  inférieur  à  Xq.  Nous  allons  montrer,  d'après 
Abel  (<),  que  cette  série  est  i/niformément  comergente  dans 
r intervalle  (—  /,  ^o),  h^  quantité  positive  /  étant  inférieure  à  ^o- 

6.  Pour  établir  cet  important  théorème,  établissons  d'abord  un 
lemme  préliminaire  : 

Soient  un  nombre  quelconque  de  quantités  positives  décrois- 
santes 


et  an  même  nombre  de  quantités  réelles  quelconques 

ii(si     U\-,      .  .  . ,     u p. 
Supposons  que  les  sommes 

Sq   =   Wo, 


S,,  ~  Uq-+~  ii^-i-,  ,  ,  +.  u^ 


soient  toutes  comprises  entre  deux  nombres  A  et  B,  /e  dis  que 
la  somme 

sera  comprise  entre  Aso  et  l^e^^. 
En  effet,  nous  pouvons  écrire 

"0—^0,  ^1  =  ^1  — ^0,  ••-,  u,,  =  .fp-~  Sp-i] 


(')  Abel,  Œuvres  complètes,  t.  I  (Mémoire  sur  la  formule  du  binôme). 
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la  somme  (2)  sera  donc  égale  à 

5o(£o— £1)  "Si  (El—  £2)  -'■-■  •  ■-"-  Sp-i(Zp^i—  tp)  -r-  SpZp. 

Toutes  les  différences  entre  parenthèses  sont  positives;  si,  à  la 
place  des  s,  on  met  A  ou  B,  on  aura  des  limites  inférieure  et  supé- 
rieure de  la  somme  (2),  ce  qui  nous  donne 

A  Eo  <  £0  Wo  -h  .  .  .  -~   Ey,  Up  <   B  £0, 

ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé  (^). 


(')  De  ce  lemme  d'A.bel ,  M.  Bonnet  a  déduit  une  forme  importante  de  l'inté- 
srale 

/     f{x)-^{x)dx       {a<b), 
«-  (t 

en  supposant  que  9(^27)  varie  dans  le  même  sens  àe  a  k  b.  Supposons  <o{x)  po- 
sitif et  décroissant  quand  x  varie  de  a  à  6. 
Cette  intégrale  est  la  limite  de  la  somme 

/(a)cp(a)(a7,  — a)  +.... 

Or  cette  somme,  d'après  le  lemme  d'Abel,  est  comprise  entre 

Acp(a)     et    B9(a), 

en  désignant  par  A  et  B  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  sommes 

f{a){x^-  a), 


/(a)(^,-a)-f- +  /(^n_J(6--2^„-.J- 

Passons  à  la  limite;  on  voit  que  l'intégrale  proposée  sera  comprise  entre 
A,  9  (a)     et    Bj9(a), 
A,  et  Bj  désignant  le  minimum  et  le  maximum  de 


)  dx, 


quand   x   varie    entre   a   et   b.    On    peut   donc    écrire,  et  c'est   le   théorème  de 
M.  Bonnet, 

C  f{x)'o{x)dx  =  '^{a)  f^ f{x)dx        {a<l<b). 

Dans  le  cas  où  9(^)  serait  positif  et   croissant,  on  démontrerait  de  la   même 
manière  la  formule 

Ç  f{x)':^{x)dx^-'^{b)  f  f{x)dx         {a<\<b). 
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Arrivons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  ;  il  suffira 
évidemment  de  l'établir  pour  l'intervalle  (o,  x^,).  Par  hypothèse, 
la  série 

est  convergente;  on  peut  donc  prendre  n  assez  grand  pour  que 

soit  compris  entre  —  a  et  -f-  a,  quel  que  soit/>,  a  étant  une  quan- 
tité donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  l'on  voudra.  Or,  dans  la 
série 

la  somme  de/>  -j-  i  termes,  à  la  suite  du  /i*'"'*',  peut  s'écrire 

Appliquons  le  lemme  précédent,  en  supposant  que  les  £  soient  les 

puissances  successives   (  — j    ,  i  —  \       ,    •••    et  que   Mo=«//^o, 

u^  z=  a,ij^^x"^^  ^  ....  Les  sommes  .Çq^  -^^i?  •  •  -  correspondantes  se- 
ront toutes  comprises  entre  — a  et  +  a.  La  somme  (3)  est  donc 
comprise  entre 

et,  par  conséquent,  entre  — a  et  -i-a.  Donc,  quel  que  soit  x  dans 
V intervalle  (o,  Xç^\  le  reste 

R„(x)  =  a„a7«-f-  «„+ia7«+i  +  .  . . 
de  la  série 
^  a,^-\-  a^^x  -^. .  .-^  a,iX'^-^ . . . 

sera  compris  entre  — a  et  -}- a.  La  série  est  par  suite  unifor- 
mément convergente  dans  cet  intervalle.  C'est  te  théorème 
d'Abel;  l'illustre  géomètre  l'énonce  autrement,  en  insistant  par- 
ticulièrement sur  le  point  suivant  :  lorsque  x  tend  vers  ^o?  l«i  li- 
mite des  valeurs  que  prend  la  série  entière  est  précisément  la  va- 
leur de  la  série  pour  X  :=^  Xq.  Avec  nos  locutions,  ceci  revient  à 
dire  que  la  convergence  uniforme  s'étend  jusqu'à  la  valeur  limite  x^ 
elle-même;  c'est  ce  que  nous  venons  d'établir. 

Le  théorème  d'Abel  est  d'un   grand  intérêt;   la  remarque  sui- 
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vante  en  fera  bien  comprendre  toute  ]a  valeiir.  Dans  une  série, 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x^ 

wo+  Wi  +  .  .  .4-  w,i--. . . , 

et  qui  con vierge  pour  les  valeurs  voisines  de  x^  et  pour  x^  elle- 
même,  il  peut  arriver  que  la  limite  des  valeurs  de  la  série  quand  x 
tend  vers  x^  ne  soit  pas  égale  à  la  valeur  de  la  série  pour  x=^  x^. 
Ainsi  prenons  la  série 

%mix        sinSa? 

sin  X -; ^ ...  ; 

1  3 


on  démontrera,    dans    le  Chapitre   suivant,    qu'elle    représente  - 

lorsque  x  est  compris  entre — r.  et  -i-  t:.  Lorsque  x  tend  vers  t:, 

il  est  évident  que  la  limite  des  valeurs  de  la  série  est  -?  et  cette 

valeur  n'est  pas  égale  à  la  valeur  même  de  la  série  qui  est  zéro 
pour  ^=71. 

7.  Indiquons  quelques  applications  du  théorème  précédent. 
Lorsque  x  est  compris  entre  —  i  et  H-  i,  la  formule  de  Taylor 
donne  le  développement  /5A--t.'^<  ex. 

m  (m  —  i)    ^ 
(  I  -4-  a?  )'"  =  I  -h  mx  H —  ic^  -T- .  .  . 

m( m  —  i).  .  .(m  —  n  -~  i) 


X' 


Lorsque  x  tend  vers  un^  le  premier  membre  tend  vers  2'".  La 
série  du  second  membre,  pour  x^=  i,  représentera  donc  2"'  quand 
elle  sera  convergente  ;  c'est  ce  qui  résulte  du  théorème  d'Abef. 
Nous  avons  donc  à  chercher  dans  quels  cas  la  série 

m(m  —  I )  m( m  —  \). .  .( m  —  n  -h  1) 

est  convergente. 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 
m  —  n  ^~i        m  -4-  I 
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Si  donc  jn  -f-  i^o,]es  termes  ne  peuvent  décroître  indéfiniment 
et  la  série  diverge. 

Soit  donc  m  >  —  I.  A  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande 
de  n,  la  valeur  absolue  du  rapport  d'un  terme  au  précédent  sera 


m  -4-  I 
I  — 


la  valeur  absolue  des  termes  ira  donc  en  diminuant;  de  plus,  les 
termes  seront  alternativement  positifs  et  négatifs.  Nous  aurons 
donc  montré  que  la  série  est  convergente  si  nous  établissons  que 
le  terme  général  tend  vers  zéro.  Prenons  la  série  des  valeurs  ab- 
solues des  termes,  soit 

Uo,     Ui,     ...,     U,,      ...: 
on  a 

Considérons,  d'autre  part,  la  série 

Vo,    Yi,     ...,    V„,     ..., 

où  V/;=  — ^-  :  dans  cette  série,  le  rapport  d'un  terme  au  précé- 
dent est 

,  \ -(/«+!)  m^-i        {m~{-\){m-\-'>.)    i   /         0  \-'« 


en  développant  par  la  formule  de  Tajlor  et  s'arrêtant  au  second 
terme.  Le  reste  est  positif,  donc 

•  TT-  "D7' 

inégalité  d'où  l'on  conclut  de  suite  , 


U/i-f-y;  <C     y  n->rp 


V,, 


Laissons  n  fixe  et  faisons  croître  p  indéfiniment,  ^^ n^p  tend  vers 
zéro  et  par  suite  l^n+p- 
Donc  le  terme  général 

*       m{m  —  i)...(m  —  n-^~i)  ,  , 
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tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.  En  résumé,  la 
série  (4)  est  convergente  et  représente  2'"  quand  m  est  supérieui^ 
à  —  I . 

On  établira,  par  des  considérations  analogues,  que  la  série  du 
binôme  est  convergente  pour  x  =  — i,  quand  m  est  positif.  La 
somme  de  la  série  est  alors  égale  à  zéro. 

8.  Abel  a  donné  une  règle  intéressante  concernant  la  multipli- 
cation des  séries  ;  elle  se  déduit  très  élégamment  de  son  théorème 
relatif  aux  séries  entières. 

Rappelons  d'abord  le  théorème  suivant,  dû  à  Cauchy  : 

Si  on  a  deux  séries  absolument  convergentes 


S  —  wo-^  z«i-T-  M2-;-. . . 

'-  Ut 

S' ^  t^O  +  <^1   -1-  ^2  -^  •  •  • 

-^v, 

a  série 

S"  =  wo  Po  ^- 

-  (  Mo  Pi  +  Wi  Po  )  -i-  •  •  •  +  (  WO  ^n  ■ 

-i- Wl 

MiP„_i  +  .  .  .--H  M,iPo)  +••  • 

sera  convergente  et  égale  au  produit  des  deux  premières.  Ce  théo- 
rème est  même  exact,  si  l'on  suppose  seulement  qu'une  des  deux 
séries  soit  absolument  convergente  ;  c'est  ce  qu'a  fait  voir 
M.  Mertens  {Journal  de  C relie,  t.  79). 

Abel,  dans  son  énoncé,  ne  suppose  pas  que  les  deux  séries  (S) 
et  (S')  soient  absolument  convergentes.  La  série  S''  pourrait  alors 
être  divergente  ;  mais,  et  c'est  là  le  théorème,  si  elle  converge,  elle 
représentera  le  produit  des  deux  premières. 

Formons  en  effet  les  deux  séries 

2;  =  Mo  -i-  Ml  27  -h  .  .  .  -h  Wrt^'^  -t-  .  .  .  , 

S' —  Po -+- Pi  ^ -H  •  •  •  +  p/i  ^" -^  ■  • . , 

elles  sont  convergentes,  par  hypothèse,  pour  ^r  =  i ,  et  elles  sont 
absolument  convergentes  quand  |^|  <;  i.  En  appliquant  la  règle  de 
multiplication  de  Cauchy,  on  a 

i:S'==:  MoPo-^(woPi-i-  i^iPo)-27-H.  .  .-i-  (MoPrt+.  .  .4-  M„Po);r«  + 

On  suppose  que  cette  dernière  série  converge  pour  x^=i.  Sa 
valeur  S''  pour  ^  =  i  est  donc  la  limite  des  valeurs  qu'elle  prend 
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quand  x  tend  vers  un.  Mais  22^  tend  vers  SS'  :  on  aura  donc 

SS'z-S". 
La  troisième  série  est  bien  le  produit  des  deux  premières. 

9.  Revenons  à  la  théorie  générale  des  séries  entières.  Une  telle 
série 

/(x)  ^-  a^-\-  a^x  +..  .-\-an.xn^  ... 

converge  nécessairement  dans  un  certain  intervalle  (—  L,  -f-  L), 
les  deux  valeurs  limites  étant  exclues.  De  plus,  dans  tout  intervalle 
(a,  p)  compris  dans  celui-là  (a  et  ^  étant  distincts  de  —  L  et  4-  L), 
la  convergence  est  uniforme.  Soit,  en  particulier,  l'intervalle 
(o,  x).,  où  |.^j<L;  le  théorème  du  paragraphe  (3)  nous  permet 
d'écrire 


/ 


f{x)  dx  --  aoX-\ h ...  H 


n  -i-  I 


Considérons  maintenant  la  série  formée  avec  les  dérivées 

(5)  di-^  la^x  -+-.  .  .-r-  nanX^^-^-h. . .  . 

Je  dis  que  cette  série  est  convergente  entre  —  L  et  -f-  L.  Soit  en 
effet  œo  distinct  de  la  limite  +  L,  mais  aussi  voisin  d'elle  que  l'on 
voudra,  on  aura 

\nX'^  <  M, 

M  étant  indépendant  de  /?.  La  série 

Al  +  2  A,  X  -f- . . .  -f-  71  A„  X«-i  + . . . 

sera  convergente  si  X<Xo-  En  effet,  ses  termes  sont  moindres 
que  ceux  de  la  série  évidemment  convergente 

Mf  X  /X\«  '1 

—      1-1-2 H...-H/1—        -f-.... 

^0  L        ^0  V^o/  j 

La  série  (5)  est  donc  absolument  convergente  pour  toute  va- 
leur de  X  moindre  que  L  en  valeur  absolue,  et,  d'après  les  pro- 
priétés des  séries  entières,  elle  sera  uniformément  convergente 
dans  l'intervalle  (a,  (3).  Donc,  en  appliquant  le  second  théorème 
établi  au  §  3,  nous  sommes  assuré  que  la  série  (5)  représente 
la  dérivée  de  la  fonction  J\x). 
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JNous  avons  donc  établi  ce  théorème  très  important  : 
La  série 

convergente  dans  V intervalle  ^^  L,  4-L),  définit  dans  cet  in- 
tervalle une  fonction  continue,  ayant  une  dérivée  ;  celle-ci  peut 
être  représentée  par  la  série 

ai-r-  la^x  -i- .  .  .--  na^x'^-'^-i-  .... 
Considérons,  comme  application,  la  série 

„,     ,  x^        .r^         x'^ 

elle  est  convergente  entre  —  i  et  -4-  i  '.  nous  anrons 

f'(^x)—i—x--i-x'*-—x^-^...; 

cette  dernière  série  est  une  progression  géométrique  décroissante 
dont  la  raison  est  —  x^.  On  a  donc 

et  de  là  se  conclut  le  développement 

X"^         x^         x"^ 
arc  langer  =  x  —  '— — \-  '— —  + .  .  .  , 

3  3  7 


en  prenant  pour  arctang.^  l'arc   compris   entre ^  et  +  -•  Ce 

développement  est  valable  pour  x  compris  entre  —  i  et  -j-  i.  Pour 
j;  =  I,  la  série  du  second  membre,  étant  convergente,  représen- 
tera arc  tang  i ,  c'est-à-dire  j  • 

10.   Examinons   quelques  cas  particuliers  où  la  série  divjLrge 
pour  la  limite  de  l'intervalle  de  convergence.  Soit  la  série 

„.    ,  X         .r2  ce"- 

^    ^  iP        iP  nP  ' 

/?  étant  un  nombre  positif.  Cette  série  sera  convergente  pour  toute 
valeur  de  a;  comprise  entre  —  i  et  +  i ,  car  le  rapport  d'un  terme 
au  précédent  a  x  pour  limite.  Pour  ^  =  i,   la  série  sera  conver- 


S' 
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ii,ente  si  p  est  supérieur  à  l'unité,  elle  sera  au  contraire  diver- 
gente si  p  est  inférieur  à  l'unité.  Dans  ce  dernier  cas,  quand  x  tend 
vers  l'unité,  la  série  précédente  augmente  indéfiniment. 

Nous  plaçant  dans  l'hypothèse/?  <[  i ,  considérons  le  produit 

Nous  allons  montrer  que  ce  produit  tend  vers  une  limite 
quand  x  tend  vers  un,  en  lui  étant  inférieur.  On  a 

x{\  —  .r)'-/'  a"«(i  —  .r)'-/^ 

Or  considérons,  pour  une  valeur  fixe  de  x^  la  courbe,  rapportée 
aux  axes  X  et  Y,  représentée  par  Féq nation 

_  x^{\  —  xy--p^ 

D'après  ce  que  nous  avons  expliqué  (Gli.  I,  §  47),  la  série 

x'^'ix  —  xyP  xn{\-~xY-V 

•  -7-  ...  H- H-  .  .  . 

iP  nP 

sera  comprise  entre 

jr"?:,^(Lr_^)L^,x,       et       ^"f:^-fl^Vx --.(,-.).-.. 

Si  donc  l'intégrale 

r^  x^(\  —  xy-p   ,-, 
((i)  j_     — XT^ -^^ 

tend  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  l'unité,   celt^  limite   sera 

celle  du  produit 

{\  —  x')^-PV(yx). 

Or  l'expression  (6)  a  une  limite  que  nous  allons  facilement 
trouver.  Au  lieu  de  l'intégrale  précédente,  nous  pouvons  prendre 
l'intégrale 

rx^{i~x)^-p 

(7)  l   — x^^ — ^^' 
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qui  n'en  diffère  que  par  la  valeur 

qui  a  un  sens  parfaitement  déterminé,  puisque  p  <.  i ,  et  qui  tend     C  ^^-^  «^ 
vers  zéro  pour  x  =  i .  Posons,  dans  l'intégrale  (7),  ^  =:  e~^  ;  a  sera 
positif  et  tendra  vers  zéro. 

Nous  aurons  alors  à  étudier  l'intégrale 


faisons  enfin  aX  =  Y,  il  vient 


a 


y-Ot.\l-p       /•» 


L'intégrale  qui  est  en  facteur  ne  dépend  plus  de  a;  elle  a  une 
valeur  parfaitement  déterminée,  car,  pour  Y  =  o,  la  fonction  sous 

le  signe  d'intégration  est  de  l'ordre  de  ^^,  p  étant  plus  petit  que 

l'unité;  et  pour  Y  très  grand,  la  fonction  e~^  est  inférieure  à  toute 

puissance  ~  ,  m  étant  une  quantité  positive  quelconque. 

Quand  on  fait  tendre  a  vers  zéro,  le  premier  facteur  tend  vers 


['unité;  nous  avons  donc 


lim  {i~xy-PF(x)=   f    e-vy-^VY 
Si  nous  introduisons  l'intégrale 

^ip)  =  I     e-^xP-i  dx 


1  ^ 

0 


dont  le  sens  est  déterminé  quand  p  >  o,  et  que  l'on  désigne  sous 
le  nom  d'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce^  nous  pourrons 
écrire 

\\m  {\  —  xy-p¥{x)  =  T{\—p). 

X  —  \ 

11.  Du  résultat  précédent  nous  allons  déduire  un  théorème  dé- 
montré par  M.  Appell  {Sur  certaines  séries  ordonnées  par  rap- 
P.  -  I.  .^ 
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port  aux  puissances  croissantes  d' une  variable  {Comptes  rendus, 
t.  LXXXVII). 
Soit  une  série 

f{x)  —  «o-h  ayx  -^.  .  .-V-  anX'^  ^-.  . .  , 
dans  laquelle  les  coefficients  a  sont  positifs.  On  suppose  que 


k  étant  une  constante  différente  de  zéro,  et  p  un  nombre  positif. 
La  série  est  évidemment  convergente  quand  x  est  compris  entre 
H-  1  et  —  I .  Elle  diverge  pour  ^  =  i ,  si  y;  est  inférieur   à  l'unité, 
comme  la  série  de  terme  erénéral  — 
Mais  le  produit 

ii-xy-pf(x),  *. 

tend  vers  une  limite^  comme  nous  allons  le  montrer. 

La  solution  sera  immédiate,  en  se  reportant  au  paragraphe  pré- 
cédent. 

Nous  avons,  en  effet,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n, 

jiP  ^    "^  nP 
en  désignant  par  k^  et  Ao  deux  nombres  tels  que  la  suite 

o,    kl,    k,    /x2 
soit  rangée  par  ordre  croissant  de  grandeur. 

Prenons   dans  f{x)  les  termes  à  partir  du  /^i^"^'^  seulement,  et 
posons 

0{X)  =  anX''  -r 

Si  l'on  considère  les  deux  séries 

kl  x'i         kl  x'i+i 


^2{x)  = 


IIP         {/i-hi)P 
kiX'^         k2X''+^ 


fiP  {fi-\-i)P 

on  aura 

<Di{x)(i  —  xy-p<  o{x){i  —  xy-p<  02{x){i  —  xy-p 
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mais  le  premier  et  le  dernier  terme  ont  respectivement  pour  li- 
mites, quand  x  tend  vers  un^ 

k^Y{\—p)         et         k^iY{\—p). 

Par  suite,  le  produit/(^)  (i  —  xy~P  sera  compris,  quand  x  sera 
infiniment  voisin  de  l'unité,  entre  deux  limites  infiniment  voisine» 
des  deux  limites  précédentes.  D'autre  part,  on  peut  prendre  k^ 
et  A'2  aussi  voisins  qu'on  veut  de  k  ;  par  conséquent,  nous  pouvons 

conclure  que 

lim(i  -  xY-i>f{x)  =  kT(i-p). 


12.  C'est  dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe 
que  nous  verrons  surtout  l'intérêt  des  séries  procédant  suivant  les 
puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable.  Nous  terminerons 
ce  Chapitre  en  indiquant  une  proposition  générale  due  à  M.  Ha- 
damard  (^),  qui  peut  être  utile  pour  déterminer  l'intervalle  de 
convergence  de  la  série 

a^-^  a^cr  -j-  .  .  .-^  afiX'  H- .  . .  . 

Faisons  d'abord  quelques  remarques  préliminaires.  Soit  une 
suite  infinie  de  nombres  positifs 

(2j  Wo,       Ui,       ...,       U,n,       

Il  peut  arriver  que  cette  suite  contienne  des  termes  supérieurs  à 
tout  nombre  donné,  si  grand  qu'il  soit.  Supposons  qu'il  n'en  soit 
pas  ainsi,  c'est-à-dire  que  tous  ces  nombres  restent  inférieurs  à 
une  quantité  assignable  L.  On  pourra  alors  distinguer  deux  classes 
de  nombres.  Dans  la  première,  on  mettra  tout  nombre  A  tel  qu'il 
existe  toujours  dans  la  suite  S,  à  partir  d'un  rang  aussi  élevé  que 
l'on  veut,  des  termes  supérieurs  à  A  ;  on  mettra  dans  la  seconde 
tout  nombre  B,  tel  que  tous  les  termes  de  la  suite  S,  à  partir  d'un» 
certain  rang,  soient  moindres  que  B.  Ceci  posé,  considérons  deux- 
de  ces  nombres  A  et  B  (A<^B);  on  peut  prendre,  par  exemple,» 
A  =  o  et  B=:L.  Partageons  l'intervalle  (A,  B)  en  deux  parties- 
égales  ;  si  le  point  de  subdivision  est  de  seconde  classe,  nous  le  sub-* 


(')  Sur  le  rayon  de  convergence  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
d'une  va/'iable,  par  M.  Hadamard  {Comptes  rendus,  t.  CVI). 
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stituerons  à  B,  sinon  nous  le  substituerons  à  A.  Dans  l'un  et  l'autre 
cas,  nous  aurons  un  intervalle  réduit  de  moitié,  dans  lequel  la  limite 
supérieure  sera  un  nombre  de  la  seconde  classe,  et  la  limite  infé- 
rieure un  nombre  de  la  première.  On  opérera  de  la  même  manière 
sur  ce  second  intervalle,  et  ainsi  de  suite.  Tous  ces  intervalles 
étant  compris  les  uns  dans  les  autres  et  tendant  vers  zéro,  leurs 
limites  inférieure  et  supérieure  tendront  vers  une  limite  a.  La 
quantité  positive  e  étant  aussi  petite  qu'on  voudra,  a  —  £  appar- 
tiendra à  la  première  classe  et  a  +  s  à  la  seconde. 

Gela  posé,  supposons  que  la  suite  des  u  soit  formée  des  quan- 
tités 

(S)  I  «1 1 ,   VT^\ ,   •  ••>   'V  \  «/«  h    '••, 

et  admettons  que  yam  soit,  quel  que  soit  m,  inférieur  à  une 
quantité  déterminée.  Soit  toujours  a  le  nombre  correspondant  à 
cette   suite.   Aous  cf lions  démontrer  que  la  série 


converge  si\x\  <i  -  et  quelle  diverge  si  \x\^  -> 

En  effet,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /i,  le  nombre  positifs 
étant  donné  à  l'avance,  on  a 

,  yT^\  <  a + ^, 

donc 

y/  I  a«  I  .  I  ^  I  <(a4-£).  I  ^  1; 

par  suite,  la  série  sera  convergente  si  (a  +  s).  |x|  est  plus  petit 
qu'un  nombre  plus  petit  que  l'unité  ;  donc  si 

I^K^-7        (-^i>o), 

la   série   convergera.   Mais  z   et  Tj   sont  des  quantités  arbitraires 
aussi  petites  que  l'on  voudra;  la  série  convergera  donc  tant  que 


De  la  même  manière,  on  peut  trouver  dans  la  suite  (S),  à  partir 
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d'un  rang  aussi  élevé  qu'on  voudra,  un  terme  sjan  tel  que 

'l/l  «/i  I  >  a  — e; 
I  aaX''  I  >(a  —  £)"  1^1". 


donc 

Par  suite,  si 


X  I 


a 


on  aura 


i  cin  .r«  I  >  I 


La  série  contiendra  donc  des  termes,  d'un  rang  aussi  élevé 
qu'on  voudra,  supérieurs  à  l'unité;  elle  sera  divergente.  Le  théo- 
rème est  complètement  établi. 

13.  Quand  on  passe  d'une  variable  à  deux  variables,  les  séries 
analogues  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et 
croissantes,    que    nous   venons    d'étudier,    sont  les    séries   de   la 

forme 

^^o-f-  u^{x,  y)-^...A~  Ua{x,  y)^..., 

OÙ  Uni^x^y)  désigne  un  polynôme  homogène  de  degré  /^  en  x 
et  y.  Il  n'existe  pas  de  théorème  analogue  à  celui  qui  est  la  base 
de  la  théorie  des  séries  entières  :  si  une  série  de  la  forme  précé- 
dente converge  pour  x=^Xq^  yz=zyQ^  elle  ne  convergera  pas 
nécessairement  pour 

I  ^1  <  1^0 1 ,       I  jl  <  Irui. 

On  peut  cependant  faire  la  remarque  suivante,  dans  laquelle 
nous  imitons  ce  qui  a  été  fait  pour  le  cas  d'une  variable.  Ecrivons 


Unix,  y)  =  aoJ7«+  ai:r«-ijK-^..  • -^  ««7 V^TT^^  '"^î^I^ 


Supposons  que  les  termes 


UNÎVE 


des  pol}'nômes  Un  soient  inférieurs  en  valeurs  absolues  à  un  nombre 
fixe  K,  La  valeur  absolue  de  u,i{oc^y)  sera  moindre  que 


y_ 
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Soit  a  la  plus  grande  des  deux  valeurs     —      et 

sera  moindre  que 

K(/i  -4-  i)a«. 


7o 


ce  terme 


Si  donc  a  est  plus  petit  que  l'unité,  la  série  proposée  sera  con- 
vergente. \insi,  sous  l'hjpothèse  faite,  la  série  convergera  pour 

1^1    <    1^0  I,  IjI    <    ljKo|. 

Soit  «  <<  \xo\  et  b  <^  I  J'o  I  ;  la  série  sera  unlforinérnent  con- 
vergente à  l'intérieur  du  rectangle  ajant  pour  centre  l'origine  et 
ses  côtés  parallèles  aux  axes  avec  les  longueurs  respectives  ia 
et  ih. 
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CHAPITRE  ]X. 

DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES. 


I.  —  Généralités.  —  Intégrales  de  Dirichlet. 

1.  Des  séries  trigonométriques  paraissent  avoir  été  considérées 
pour  la  première  fois  par  Daniel  Bernoulli,  à  propos  du  problème 
des  cordes  vibrantes.  Eiiler  a  le  premier  indiqué  le  procédé  de 
détermination  des  coefficients  d'une  série  trigonométrique. 

Dans  un  Mémoire  de  1777,  publié  dans  les  Acta  nova  Acad. 
Scient.  Petrop.,  t.  XT,  1798,  Euler  dit  incidemment  que,  si  l'on 
a  le  développement  valable  entre  o  et  27:, 

m  =  00 

(i)    f(x)  —  a^-h   \^{a,tiCOsnix -{- bfn'iinnix)  {m  entier  positif), 

m=l 

les  a  et  les  b  étant  des  constantes,  développement  auquel  on  donne 
le  nom  de  série  Irigonométrique ,  on  pourra  déterminer  les  coef- 
ficients de  la  manière  suivante.  Remarquons  d'abord  que  l'on  a 

/        ç.Ç)%mx  Q,Q)^nx  dx  —  o^         si  m^n\ 

X27T: 
ç,o'èinx  ■ixw.nx  dx  =.  o^         même  si  in=n', 

,2Ti: 


J'        ^mmx  sxnnx  dx  =  o^         si  m  ^  n\ 
0 

J^2TC  ^271  ^27t 

f        co?,^ m X  dx  ^^   I        sin^mxdx  =  Tz         et  /        dx  =  itz. 

Multiplions  maintenant  les  deux  membres  du  développement  (i), 
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dans  lequel  on  remplace  x  par  a,  par  cos/?za<:/a,  et  intégrons  entre 


o  et  2  71;  on  trouve 

^  cos/?ia  c?a. 

'0 


De  la  même  manière,  en  multipliant  par  sin?7îy.dy.,  on  trouve 

I    /•''' 

enfin,  pour  ju  =  o,  on  a 

f27l 

Les  séries  (i),  où  les  coefficients  sont  exprimés  par  la  loi  précé- 
dente, sont  généralement  désignées  sous  le  nom  de  séries  de  Fou- 
rier.  Ce  grand  géomètre  a,  en  effet,  montré  dans  sa  Théorie  delà 
chaleur  leur  extrême  importance  en  Analyse  ;  il  a  le  premier  osé  af- 
firmer que  toute  fonction  pouvait  être  représentée  par  un  dévelop- 
pement de  ce  genre,  valable  entre  o  et  2-,  et  qu'un  même  dévelop- 
pement pouvait,  entre  ces  limites,  représenter  des  fonctions  qu'on 
considérait  comme  distinctes,  c'est-à-dire  représentées  graphique- 
ment par  des  arcs  de  courbes  différentes.  Il  y  a  plus,  Fourier,  sans 
traiter  cette  question  d'une  manière  absolument  rigoureuse,  a 
trouvé  les  véritables  bases  de  la  théorie  (  ^  ),  développée  par  Dirichlel 
dans  un  Mémoire  que  nous  aurons  tout  à  l'heure  à  étudier. 

2.  Si  l'on  se  reporte  au  Chapitre  précédent  sur  les  séries  uni- 
formément convergentes,  une  objection  immédiate  se  présente  re- 
lative à  la  détermination  des  coefficients.  Celle-ci  n'est  rigoureuse 
que  si  la  série  (i)  est  supposée  uniformément  convergente  entrée 
et  27:.  Ne  nous  préoccupons  pas,  pour  le  moment,  de  cette  objec- 
tion et,  prenant  les  coefficients  tels  qu'ils  ont  été  déterminés, 
cherchons  si  la  série  ainsi  obtenue  est  convergente  et  représente 


(')  Voir  en  particulier,  dans  la  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  de  Fou- 
rier, le  Chapitre  IX  et  la  Note  de  M.  Darboux,  à  la  p.  5ii  de  son  édition  de  Fou- 
rier. 
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La  somme  S„i  des  /n  +  i  premiers  termes  de  la  série  peut  s'écrire 


271 


S/«  =  -    /  +  cos(a  —  ^)+.  .  .+ cosm(a  — a?)    /(a)<fa; 

le  terme  général  est,  en  effet, 
~  I       J{o(.){cospacospx-~slnp7.sinpx)d%  —  -    /        cos/)(a  — ^)/(a)(/a. 

La  suite 

— l-cos(a  —  x) -h ..  .-h  cos  m{y.  —  x) 

est  facile  à  sommer;  elle  est  égale  à 

sin    (2m  -h  i) 

"L    "^    ' 

.     a    -  X 

1  sni 

'À 

comme  on  le  voit  de  suite  en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs  va- 
leurs au  moyen  d'exponentielles.  Nous  avons  donc 


u 


[                    a  —  ,r"] 
(  2  /?l  H-  I  ) 


.     a  —  X 
2sm 


ou,  en  posant =  y. 


71 

T  /^ 


-    /  : fix  -\-  i^()  ay. 

-kJ    ^  siny  ^^  '^     ' 


Nous  devons  chercher  si  Sm  a  une  limite  quand  m  augmente  in- 
définiment. 

3.   L'intégrale  précédente  se  ramène,   comme  nous  le  verrons 
bientôt,  à  des  intégrales  de  la  forme 

,  r  '  sin  A: a?     ,     .    ,  '•^  ^  , 

J=    /      — : oix)dx.         ->/i>o, 

J^      s\nx    î  ^    ^       '  2  ~ 

h  étant  une  constante  et  A^  étant  un  entier  impair  2/^  +  i,  qui  va 
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croître  indéfiniment.  Nous  allons  d'abord  nous  occuper  de  cette 
intégrale  et  chercher  si  elle  tend  vers  une  limite  quand  k  augmente 
indéfiniment.  Cette  étude  a  été  faite  pour  la  première  fois  d'une 
manière  entièrement  rigoureuse  par  Dirichlet  [Journal  de  C relie, 
t.  4^  '829).  Nous  suivrons  l'analyse  de  l'illustre  auteur. 
Commençons  par  calculer  l'intégrale 

"2 


Je     siniin  -\-  \)x   , 
f       ^^ —  dx  : 


on  a 


nn(in  -~  \)x  [\ 

; —  -i-x  — h  cos'2^  -+-.  .  .4-  cos2n:r  ): 


de  là  résulte  immédiatement 


/ 


dx  ^^  -  • 


Kevenons  à  l'intégrale  proposée  en  supposant  d'abord  que  la 
fonction  o(^)  reste  continue  et  positive  entre  o  et  A,  et  n^  aille  ja- 
mais en  croissant.  Nous  partageons  le  champ  d'intégration  en 
intervalles 

TT         s>.7r  mit  /-TT 

^^    T    T'     •••'    T'     •"'    X    ''' 

r  désignant  le  plus  grand  multiple  de  7  contenu  dans  h.  Nous  avons 
ainsi  la  somme  d'intégrales 

7:  (/M +  1)71 

r'^ ^\wkx     ,    ,    ,  r      ^      sin/f^     ,   ,   ,  r''%\nkx     .   ,    , 


Les  termes  de  cette  somme  sont  alternativement  positifs  et  né- 
gatifs, et  décroissent  en  valeur  absolue.  En  effet,  soient  deux  in- 
tégrales consécutives 

[m->r\]T.  {m  +  2)  71 

r      ^      sïnkx     ,    ,    ,  r      ^      sinkx     .    .    , 
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on  ramène  la  seconde  à  avoir  mêmes  limites  que  la  première,  en 
posant  X  ^  j  -^  x'  \  elle  devient  ainsi 


i/n  +  l)  TZ 


s'mkx  [iz  .    , 


Or,    en   vertu    des   hypothèses  faites,   le  facteur   — -^ ^   est 


sin  \j-^x 

moindre  que  le  facteur  y—  de  la  première  intégrale;  les  deux  in- 
tégrales sont  donc  de  signes  contraires  et  la  seconde  est  moindre 
en  valeur  absolue  que  la  première.  Nous  pouvons  donc  écrire 

(  2  )  i   —   Uq  —  Ui-^  Ll-i .  .  .  , 

chaque  terme  u  étant  moindre  que  le  précédent  et  le  terme  général 
étant 

(W  H-l  )  71; 


=  (— i)'"/  -; o(x)dx. 


Effectuons  le  même  partage  pour  l'intégrale  auxiliaire 
^  sinÂ:.r 


XSin  AT-Z 


dx       (/c  =  2/1  -+-  i). 


Nous  aurons 

(3)  ^    =  pO— ?!+  ?2 


7T 


en  posant 


(/»  +  l)  71 


'^  m 


k  .  7 

— -. dx. 


De  (2)  et  (3),  on  conclut 

(4)  Uç^—  Ux-^  .  .  .—  U2,n-l  <   J    <  Wo—  ai-h.  .  .+  W2 


m  7 


(^)  pO  —  pl  +.  .  .—   pim-i  <  -  <  pO  —  pi  -^-  •  •+  p2m- 

Si  maintenant,  dans  le  terme  général  Um,  nous  remplaçons  cp(^) 


c  h^  -ï 
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n 


par  sa  limite  supérieure  'f(-/— )'   puis   par  sa  limite  inférieure 


[(m +  1)71"] 
T 5  nous  aurons 


mr 


?  (  -J-  )  ?m  >  U> 


p.,^j 


Nous  allons  nous  servir  de  ces  inégalités  pour  trouver  deux  li- 
mites de  J.  Dans  le  premier  membre  de  l'inégalité  (4),  remplaçons 
les  termes  d'indice  impair  par  des  termes  plus  grands  et  ceux 
d'indice  pair  par  des  termes  plus  petits  ;  dans  le  second  membre, 
remplaçons  les  termes  d'indice  pair  par  des  termes  plus  grands 
et  ceux  d'indice  impair  par  des  termes  plus  petits  :  les  inégalités 
subsisteront.  Ceci  nous  donne 


La  seconde  de  ces  inégalités  peut  s'écrire 

et  a  fortiori 

f  im-\  ,  . 


P2m-l, 


et  enfin 


J< 


?(o)  — ?f  ^ 


?o  --  'f  (  — ,— "  )(  ?o  —  pi  -!-  p2  —  •  ■  .  -+-  92m  )• 


Quant  à  la  première  inégalité,  on  la  met  immédiatement  sous 
la  forme 


J  >  o 


/•xmT.\.  .       , 

(   -/—j(P0—  Pl  -+•••-  P2m-l).      - 


Les  deux  inégalités  précédentes  peuvent,   en  vertu  de  l'inéga- 
lité (5),  s'écrire 

/ imiz\  T.  f  imT^\ 
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Il  est  d'autre  part  facile  de  trouver  une  limite  pour  p^.  On  a 

(m+DTT 


P/n< —    /  sin  kccdcû, 


sin     ,        _ 


bien 


< 


.     niT.  k         .    /tire  m-K 
sin  — T—  sin       - 

/C  rC 


Nous  devons  maintenant  faire  croître  k  indéfiniment.  Faisons  en 
même  temps  croître  m  indéfiniment,  de  manière  que  lim-y^  =  o 
(il  suffira,  par  exemple,  que  m  soit  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  \/7î);  o,n  tendra  vers  zéro,  d'après  l'inégalité  précédente.  De 
plus  po  reste  fini,  puisque 


TT 


7Ï  TZ  k        1 

po  <  -  +  Pi  <  -  H 

Sin  -r 
A: 

On  voit  alors  que  l'intégrale  J  reste  constamment  comprise  entre 
deux  quantités  qui  tendent  vers  -cp(o). 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante 

lim  J  =  -  9(0). 

4.  Pour  arriver  au  résultat  précédent  nous  avons  fait  quelques 
hypothèses,  dont  il  est  possible  de  s'affranchir.  Nous  avons  sup- 
posé que  la  fonction  continue  'f  (^)  était  positive  et  n'allait  jamais 
en  croissant  dans  l'intervalle  de  o  à  h. 

Tout  d'abord  la  fonction  ^(^),  en  gardant  la  seconde  hypothèse, 
peut  être  négative,  car  si  G  est  une  constante  telle  que  G  +  '•p(-^)         V 
soit  positif,  comme  le  théorème  est  démontré  quand  la  fonction  cp 
se  réduit  à  une  constante,  du  théorème  relatif  à  C+  f  (^)  on  dé- 
duira le  théorème  pour  'f  (.2;). 

Supposons  maintenant  que  ^(^),  ayant  un  signe  arbitraire, 
n'aille  jamais  en  décroissant  de  o  à  /i,  on  pourra  appliquer  le  théo- 
rème à  —  'f  (-2^)  et  par  conséquent,  en  changeant  les  signes,  à  'f  (.2;). 
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Ainsi  cp(^)  peut  avoir  un  signe  quelconque,  pourvu  qu'elle  varie 
constamment  dans  le  même  sens. 

On  peut  aller  plus  loin.  Considérons  d'abord,  g  étant  compris 
entre  o  et  A,  l'intégrale 


'sin  kx 


(6)  /     -^o{x)clx,         o< 


s\nx 


Je  dis  que  sa  limite  sera  zéro  quand  A  augmentera  indéfiniment, 
si  cp(^)  varie  dans  le  même  sens  de  ^  à  h.  Considérons  en  effet 
^         une  fonction  cp<  {x)  qui  coïncide  avec  cp(^),  x  variant  de  o  à  ^,  et 
avec  cp  {x)  quand  x  varie  de  g  à  h.  D'après  ce  qui  précède,  les  li- 
mites des  deux  intégrales 


/     —. Ox{x)dx         et  /     — ; '^i(x)dx 

seront  toutes  deux  égales  à  -cp,  (o)  :  leur  différence  (6)  tendra  donc 

vers  zéro. 

Ceci  posé,  admettons  que,  dans  l'intégrale 

o{x)  dx, 


£ 


sin  KX 


^       smx 


cp(^)  ne  varie  plus  constamment  dans  le  même  sens,  mais  qiCelle 
ait  entre  o  et  h  un  nombre  fini  de  maxima  et  de  minima.  On 
pourra  évidemment  partager  l'intégrale  en  une  somme  d'inté- 
grales, entre  les  limites  desquelles  la  fonction  variera  dans  le  même 

sens.  Celle  de  ces  intégrales  qui  a  zéro  pour  limite  tend  vers  -  'f  (o), 

les  autres  tendront  vers  zéro. 

Nous  avons  donc  en  résumé  ^i 

sin/cr 


r    ^\x\kx  "^     '  N 

Jim    /     — ; o(x)dx=.-(:t{0), 

{■=^Jq      smx   ^^    '  2  '  '  ' 


SOUS  la  condition  que  la  fonction  continue  '^(x)  n'ait  qu'un  nombre 
limité  de  maxima  et  minima. 

Il  y  a  des  fonctions  continues  qui,  dans  un  intervalle  limité, 
peuvent  avoir  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima  ;  telle  est. 
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par  exemple,  la  fonction  ^sin-dans  le  voisinage  de  x=  o.  De 

telles  fonctions  sont  exclues  de  notre  analyse. 

Nous  avons  suivi  dans  l'étude  de  l'intégrale  J  la  méthode  de 
Dirichlet.  On  trouvera  eacore  une  étude  rigoureuse  de  cette  inté- 
grale dans  le  beau  Mémoire  de  M.  O.  Bonnet  couronné  par  l'Aca- 
démie royale  de  Belgique  [Mémoires  des  Savants  étrangers 
publiés  par  V Académie  de  Belgique,  t.  XXIII). 

o.  Nous  avons  jusqu'ici  supposé  A  compris  entre  o  et -•  Quand// 

est  compris  entre  -^  et  tu,  les  résultats  précédents  subsistent.  Pour 
le  montrer,  il  suffira  d'écrire 


i         r'sin/.^r     ^        ^  r^'^mk.T 

J=     /        — ; o{x)dx-^    I       — : '^{X)dx. 

Faisons  dans  la   dernière  intégrale  .2' =  i: — x^  \  elle  deviendra 

I  .    '  ,   C2(7r  —  a?')  dx', 

J^    ,  s\nx     '  ' 

»    Tl—li 

dont  la  limite  (§  4)  est  zéro.  Donc  nous  avons  encore 

limJ  =  -  9(0). 

2  ^ 

Cette  extension  suppose  que  h  ne  se  confond  pas  avec  t:.  Si 
Il  =L  71,  la  seconde  intégrale  donnera  -  cp(7r)  et  on  aura  alors 

J'ajoute  une  dernière  remarque.  Il  peut  se  faire  que  la  valeur 
de  la  fonction  ^{x),  supposée  continue  entre  o  et  A,  ne  soit  pas, 
pour  X  =  o^  égale  à  la  limite  des  valeurs  que  prend  o{x)  quand  ^ 
tend  vers  zéro.  La  fonction  ^(^),  en  général  continue,  pourrait 
être  discontinue  pour  le  passage  par  zéro,  de  telle  sorte  que 
cp(-l-  a)  tende  vers  une  certaine  limite,  quand  a  tend  vers  zéro,  et 
que  cp( — a)  ait  également  une  limite,  mais  différente  de  la  pre- 
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mière.  Ce  genre  de  discontinuités  ne  doit  pas  être  exclu  de  notre 
analyse;  il  suffît  de  remplacer  ^(o),  partout  où  nous  l'avons  écrit, 
par  cp(4-£),  en  désignant  ainsi,  avec  Dirichlet,  la  limite  decp(+a) 
quand  la  quantité  positive  a  tend  vers  zéro.  On  aura  alors 

r    sinA.T    ,     .   j  T. 

f  ■ ; •  C5(^)    rfa?    =     —  9(+    ô). 

sina?   "     '  2  ^ 


D'une  manière  générale,  on  aura  aussi 


lim 

/i"r=oo 


r    smkcp  -  r    /         N  /  M 


en  désignant  par  cp(- —  e)  la  limite  de  (^{t:  —  a)  quand  la  quantité 
positive  a  tend  vers  zéro. 

Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  la  fonction  cp(^)  peut  avoir 
entre  o  et  h  un  nombre  fini  de  discontinuités  par  sauts  brusques 
de  valeurs  ;  nous  avons  déjà  parlé  de  ces  discontinuités  (Ghap.  P*', 

§7). 

Ainsi,  en  résumé,  les  hypothèses  faites  sur  la  fonction  'f  (^)  sont 

les  suivantes  :  elle  reste  finie,  est  en  général  continue,  peut  pos- 
sède?^ un  nombre  limité  de  points  de  discontinuité  de  la  nature 
indiquée,  et  enfin  n^a  qu'un  nombre  limité  de  maxima  et  de 
minima  dans  l' intervalle  considéré. 

Les  conditions  précédentes  représentent  des  conditions  suffi- 
santes pour  que 

lim J  =  -  o(-t-  z)\ 

elles  ne  sont  nullement  nécessaires.  La  recherche  de  conditions  suf- 
fisantes de  plus  en  plus  étendues,  pour  que  le  résultat  précédent 
subsiste,  a  fait  l'objet  de  travaux  très  nombreux  et  d'un  grand  in- 
térêt. Nous  ne  pouvons  même  pas  songera  les  énymérer  ici  ('). 
Citons  seulement  un  résultat  très  général  dû  à  Lipschitz,  relatif 
aux  fonctions  ayant  un  nombre  infini  de  maxima  et  minima,  les 
autres  conditions  étant  satisfaites  {Journal  de  C relie,  t.  63).  La 
condition  suffisante  de  M.  Lipschitz  est  la  suivante  :  il  suppose 


(1)  Un  Essai  historique  sur  la  représentation  des  fonctions  par  une  série  tri- 
gonométrique  a  été  publié  par  M.  Arnold  Sachse  {Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques, i88o). 
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que,  pour  toute  valeur  ,3  dans  le  voisinage  de  laquelle  la  fonction 
o{œ)  a  une  infinité  de  maxima  et  de  minima,  on  ait,  pour  o  suffi- 
samment petit, 

|cp((3  -h8)  — cp(|3)[<  Ao-^ 

A  étant  une  constante  et  a  un  exposant  positif  ('). 

Mentionnons  encore  les  recherches  de  M.  Jordan  (Comples 
rendus,  1881),  où  l'éminent  géomètre  introduit  la  notion  de  fonc- 
tion à  variation  limitée. 

Dans  la  suite,  nous  ne  considérerons  que  des  fonctions  satis- 
faisant aux  conditions  indiqués  plus  haut,  en  faisant  toutefois  une 
exception  pour  la  première  de  ces  conditions.  Dans  un  cas  étendu, 
en  effet,  on  peut  s'affranchir  de  la  condition  que  la  fonction  (d{x) 
reste  finie,  comme  nous  allons  le  montrer. 

6.  Considérons  donc  une  fonction  o(x)  devenant  infinie  pour 
û^==Xo.  On  suppose  que,   de  ,ro  —  £  à  .^o  et  de  .r»  à  .To-hî,    la 


(')  Remarquons  que,  dans  tous  les  cas,  on    a 

lim     /       — o{x)dx  ^  -'-3(0), 

même  quand  la  fonction  continue  cp(^)  a  une  infinité  de  maxima  et  de  minima, 
pourvu  que  les  points  correspondant  à  ces  maxima  et  minima  aient  un  nombre 
fini  de  points  limites  et  qu'aucun  de  ceux-ci  ne  coïncident  avec  le  point  x  —  o. 
Il  suffira,  pour  l'établir,  de  considérer  le  cas  où  il  y  aurait  entre  o  et  h,  un 
seul  de  ces  points  limites,  soit  x  ^  ol.  Nous  partagerons  l'intégrale  en  trois 
parties  : 


r  ' ^^^.ix)dx-^  r^' ^-'- .^,^dx^^-  r'  ^^ 


'i{x)dx, 


e  étant  une  quantité  donnée  à  l'avance,  d'ailleurs  aussi  petite  qu'on  voudra;  c'est 
seulement  dans  l'intervalle  (a-  s,  a  +  e)  que  la  fonction  aura  une  infinité  de 
maxima  et  de  minima.  Ceci  posé,  la  première  et  la  troisième  intégrale  tendront 
respectivement  vers  ^9(0)  et  o,  quand  k  augmentera  indéfiniment.  Quant  à  la 
seconde,  on  peut  l'écrire 

sin  Â'H 


sin  ç 


>(0.2£,        M-v/.TV.^ 


^  étant  compris  entre  a—  e  et  a  +  ô.  Donc,  quel  que  soit  k,  elle  est  moindre 
que  Ae,  A  étant  un  nombre  fixe,  et  comme  e  est  aussi  petit  qu'on  veut,  on  en 
conclut  l'égalité  annoncée. 


P.  -  I, 
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fonction  conserve  un  signe  constant.  De  plus,  l'intégrale 

tend  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  x^  en  lui  étant  inférieur 
ou  supérieur.  On  va  démontrer  que,  dans  ces  conditions,  la  for- 
mule fondamentale  subsiste.  Reprenons  l'intégrale 


r''  sin/:.r 


o{x)  dx^ 


^0  étant  supposé  compris  entre  o  et  h.  Partageons  l'intégrale  en 
quatre  parties 

l'élément,  que  nous  n'avons  pas  écrit,  étant  toujours 

s  i  n  A"  .r 


sinj7    ' 


{x)dx. 


En  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne,  la  seconde  intégrale 
peut  s'écrire 

—.-~    I        o{x)dx, 

;  étant  compris  entre  Xq —  s  et  Xq.  On  peut  choisir  £  assez  petit 
])Our  que 

/        o{x)dx 

soit  moindre  qu'une  quantité  ri  donnée  à  l'avance,  aussi  petite 
qu'on  voudra  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  l'hypothèse  faite  sur  'f  (^). 
La  même  remarque  s'applique  à  la  troisième  intégrale.  Par  con- 
séquent, quel  que  soit  A,  la  somme  de  ces  deux  intégrales  est 
moindre  en  valeur  absolue  que  toute  quantité  donnée  à  l'avance, 
si  l'on  a  pris  s  assez  petit.  Faisons  croître  k  indéfiniment  ;  la  qua- 
trième intégrale  tend  vers  zéro,  la  première  vers  -<p(4-  s). 
Nous  avons  donc  encore 


r    sxnkx    .       j        T.     .       . 

Iim    /       -^ ■o(x)dx  =  -o{^z), 
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si  '^{x)  devient   infini  de  la  manière   indiquée  pour  Xq  compris 
entre  o  et  A. 

Nous  dirons,  dans  la  suite,  qu'une  fonction  satisfait  aux  con- 
ditions de  Diricklet,  quand  elle  satisfait  aux  conditions  énumé- 
rées  au  §  5,  sauf  qu'elle  peut  devenir  infinie,  mais  de  la  manière 
qui  vient  d'être  indiquée. 

II.  —  Série  de  Fourier.  —  Ordre  de  ses  coefficients. 
Sa  convergence  uniforme. 

7.  Revenons  maintenant  à  la  série  de  Fourier,  c'est-à-dire  à  la 
série  trigonométrique  où  les  coefficients  sont  exprimés  par  les 
intégrales  définies  données  au  §  2  de  ce  Chapitre.  En  faisant  la 
somme  des  m  -h  i  premiers  termes,  nous  avons  trouvé 

~  J    ^  sniY  -^  '^     ' 


C'est  la  limite  de  S^^  pour  m  :=  go  que  nous  nous  proposons  de 
trouver,  en  supposant  que  la  fonction  f{x)  satisfasse  entre  o  et  211 
aux  conditions  de  Dirichlet. 

Supposons  d'abord  que  x^  qui  va  rester  compris  entre  o  et  271, 
ne  soit  égal  à  aucune  de  ces  limites,  ni  à  une  valeur  de  x  où /(x) 
devienne  infinie.  Ecrivons 


-  J  siny  -^  '        ' 


^-,^n(i^^^_^.^^^.^_ 


La  seconde  intégrale  est  de  la  forme  de  celles  qui  ont  été  étu- 
diées au  §  5  ;  sa  limite  sera  donc 


iA^+-^y, 


ce  sera  -  f{x)  si  la  valeur  x  ne  correspond  pas  à  une  discontinuité 
de  la  fonction.  Quant  à  la  première  intégrale,  il  suffit  d'j  changer 
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Y  en  — y,  et  l'on  est  ramené  au  type  étudié.  La  limite  pour  m  =00 


sera 


/(^-O- 


Ainsi  donc,  pour  la  valeur  considérée  de  x^  la  série  de  Fouriei 
converge  et  a  pour  limite 


(7) 


i[/(;r  +  E)-f-/(r-s)]. 


Cette  limite  sera  f{x),  si  x  n'est  pas  une  de  ces  valeurs,  par 
hypothèse  en  nombre  limité,  pour  lesquelles  la  fonction  soit  dis- 


Fig.  i3. 


continue.  Ainsi  soit,  par  exemple,  une  fonction  f{x)  représentée 
par  \a  fig.  i3;  on  suppose  que  la  courbe 


corresponde  à  l'arc  continu  AB,  œ  étant  compris  entre  o  et  a, 
puis  à  l'arc  CD,  x  variant  entre  a  et  ,3,  et  enfin  à  l'arc  EF  entre  {■!> 
et  2T.. 

Pour  toute  valeur  de  x  distincte  de  o,  a,  ^,  27:,  k  série  trigo- 
nométrique  représentera  l'ordonnée  correspondante  de  la  courbe. 
Pour  X  =  OL,  que  représentera  la  série  trigonométrique?  Ce  ne 
sera  ni  ôcB,  ni  aC,  mais,  d'après  la  formule  (6),  leur  demi-somme, 
car  on  a  évidemment 

/(a-£)=^,         /(a  +  0  =  ^. 
Supposons  maintenant  x  =  o  ou  2-,  ce  qui  doit  donner  néces- 
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sairement  le  même  résultat.  On  aura 

^'"""^    /       ^[W^' -f{-^^i)d'i\ 

nous  aurons  donc,  comme  limite,  d'après  le  §  o, 

^[/(o)+/(27r)]. 

Ce  cas  est  à  considérer,  en  quelque  sorte,  comme  un  cas  de 
discontinuité.  Si  l'on  enroule,  en  effet,  la  figure  sur  un  cylindre, 
la  longueur  (o,  27ï)  devenant  une  circonférence,  rien  ne  distin- 
guera plus  le  passage  brusque  de  A  à  F  des  autres  discontinuités 
de  la  fonction. 

8.  Prenons  quelques  exemples.  Supposons  que/(^)  se  réduise 
à  -•  On  aura 


•2 


2Tr 


T    /"                  X   j          \   (x  sinm^X"          i     r       ^xwmx   , 
a  m  =  -    /        cosmx  ~  dx  =  -  { /        dx, 

r.  J  1  -  \2        m      ) ^^  -    f  im 


par  conséquent  cim  =  o,  niy^  o. 
Pour  b,n^  on  aura 

,271 

ûnmx 

'1 


^2  71 

Offi^^  -     I        smmx  —  dx 

71  ./  2 


_    I     /  co?,mx\   ^         I       T"^  C0SJ71X        _         i 

2  7T  V  "i       /o      '     i-r:  J^  iti  ~        m 

Nous  aurons  donc,  pour  x  compris  entre  o  et  271, 
X  7î        smx        sin2.r  sinm^r 

'2  2  1  2  *  m  *  '  *  ' 

Pour  ^  =  0,  le  second  membre  est  égal  à  -,    qui  est  bien  la 

moyenne  entre  les  valeurs  de  -  pour  o  et  27:. 

Prenons  un  exemple  de  fonction  présentant  une  discontinuité. 
Imaginons  qu'une  fonction  soit  égale  à  -  de  o  à  7:  et  à  —  -  de  t  à 
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11Z.  On  aura  ici 

,71 


a„i—   ,     /      cosmxdx — -     / 

'4  Jq  4  J^ 


cos  ni  X  dx  —  o, 


\    r  \    r      .  I 

6,„  =  -    /      ^xxiinx  dx 7    /        ^\mnxdx^=  (i  — cosm-); 

I 
m 


et  ce  résultat  est  valable  aussi  pour  m  =  o.  D'autre  part 

,2TC 

4.'„    i.4 

donc  pour  77i  pair,  b^  ~-  o  ;  pour  ni  impair,  bm  :=^  —  •  Le  dévelop- 
pement cherché  est  donc 

sin^        pin3.r        sin  5.r 

__  +  ___  +  ___+.... 

Pour  ^  =  7î,  point  de  discontinuité,  la  somme  de  la  série  est 
nulle;  c'est  bien  la  demi-somme  des  deux  valeurs  correspondantes 
de  la  fonction. 

Gomme  exemple  de  fonction  devenant  infinie  entre  o  et  ^t:, 
prenons  la  fonction 

X 
jXx)  —    log  C0S2  — . 


Elle  devient  infinie  pour  x  :—  t.,  mais  l'intégrale 


/       log  C0S2  - 


dx 


a  une  limite  quand  x  tend  vers  ?:.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit 


X 


poser  cos-  =^y  et  on  a  l'intégrale 


^  a 


ï 


^      log  7^2   fly 


dans  laquelle  y  tend  vers  zéro  par  des   valeurs  qu'on   peut   sli[)- 
poser  positives  ;  l'intégrale 

r^  log.r  dy 
comparable  à  l'intégrale 

J    ^ogydy  =yiosy—y, 
a  nécessairement  une  limite  pour  j^=  o. 
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Le  développement 

logcos2-  =«0-^  ^  {a,„co?,mx -^- b^iûnnix) 

m  —  1 

aura  pour  coefficients 

I     /'"^  X 

«0  =  -    /        log  cos2  -  dx, 

'^    '-0  ^ 

b„j  =  -    I        log  cos- -  sinma?  aa". 

La  valeur  de  b„i  est  nulle,  car  les  éléments  correspondant  à  x 
et  à  2  71  —  ^  se  détruisent  deux  à  deux. 

Quant  à  la  valeur  de  a,n^  elle  se  calcule  sans  peine  en  se. débar- 
rassant du  logarithme,  qui  figure  sous  le  signe  d'intégration,  au 
moven  d'une  intégration  par  partie.  On  trouve  ainsi 

'(--l'y" 

a„j  =:  2 (  m  ^  o  ) 

et 

«0  =  —  liog'2. 

9.  Les  séries  trigonométriques  auxquelles  nous  sommes  par- 
venu dans  les  exemples  précédents,  en  appliquant  la  règle  de 
Fourier,  sont  de  la  forme 

A  =  «0  -f-  «1  cos  0  +  «2-  cos  2  6  -f- . .  .  -f-  a,j  cos  n^  -{-. .  .. 

les  coefficients,  dans  ce  développement,  étant  tous  ou  de  même 
signe,  ou  alternativement  positifs  et  négatifs.  11  est  facile  de  dé- 
montrer qu'une  pareille  série  est  convergente,  lorsque  les  coeffi- 
cients vont  en  décroissant  en  valeur  absolue  et  que  la  limite  de  a„ 
est  nulle. 

Admettons  d'abord  que  tous  les  coefficients  soient  positifs,  et 
posons 

A„  =  <2o-î-  <^i  cos 6  -{-  a.2  COS2O  —. .  .-h  «/i  cos/i6. 

En  multipliant  les   deux  membres  de  cette  égalité  par  2  sin  -? 
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qui  est  différent  de  zéro,  si  8  n'est  pas  égal  à  un  multiple  de  2iz 
on  obtient  ^ 

Q        '"  =  "  m  =  n 

2A„sin-=;^2a,„cos,«Osini=_^a„,(si„li'!_tio_si„î^?i^o), 
d'où,  en  ordonnant  par  rapport  aux  sinus, 

■X  A,j  sin  -  ==  «0  sin  -  -+-  (  ao  —  a,  )  sin  -  + .  .  . 

-i-  (a.-)  -  a„)  sin  ^^pi  0  +  a,,  sin  ^i^^  0 . 

Laissant  de  côté  le  premier  terme  de  cette  formule  et  le  dernier 
qui  a  pour  limite  zéro,  nous  remarquerons  que  la  série  à  termes 
positifs 

S  =---  («0-  «,  )-^{a,~a,)-^...  ^  (a„_,  -  «,,)  -u.  . . 

est  convergente  et  a  a^  pour  somme,  puisque 

et  que  la  limite  de  a„  est  zéro.  Cette  série  sera  encore  conver- 
gente quand  on  multipliera  respectivement  ses  différents  termes 
par  sm-,  sin  --,  ...,  sin  —-~- 8, ...,  qui  sont  des  quantités  moin- 
dres que  an  en  valeur  absolue.  Donc  la  série  A  sin-  est  conver- 
gente,  et  par  suite  la  série  A,  sauf  peut-être  pour  Q  =  2  Atù. 

Si  la  série  A  était  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs, 
il  suffirait  de  changer  8  en  7:  — 8  pour  être  ramené  au  cas  pré- 
cédent. 

On  démontrerait  de  même  la  convergence  de  la  série 
B  =  h^~\-  ^]  sinO  -4-  ^2  sin2  0  -f-.  :  .4-  ô^^sinnO  H-.'.'., 
les  conditions  étant  les  mêmes  que  pour  la  série  A. 

10.  Revenons  à  la  série  de  Fourier  ;  une  question  capitale  se 
pose.  Peut-on,  d'une  manière  générale,  avoir  une  limite  supérieure 
de  la  valeur  absolue  des  coefficients  a,n  et  ^,„? 

La  fonction /(^)  satisfait  toujours  aux  conditions  deDirichlet; 
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supposons  d'abord  qu'elle  reste  finie.  Nous  considérons 

.27C 


If    -^^"^ 


)  co%mx  dx . 


Partageons  Tintervalle  (o,  au)  en  intervalles  tels  que,  dans 
chacun  d'eux,  la  fonction  soit  continue  et  varie  toujours  dans 
le  même  sens.  Soit 

-    /     f{x)  co<T>mx  dx 
'"  'a 

l'intégrale  correspondant  à  un  de  ces  intervalles  et  soit,  par 
exemple,  /(^)  non  croissant  de  a  à  |3  ;  on  aura,  d'après  le  théo- 
rème de  M.  Bonnet  (Ghap.  VLII,  §  6,  en  note), 


J'     f{x)cos?7ixdx  =f(oi)  I     cosmxdx  =  f(a) 


\  étant  compris  entre  a  et  [3.  Une  formule  analogue  se  calcule  si 
f{x)  ne  décroit  pas  de  a  à  |3.  Dans  les  deux  cas,  le  point  capital 
est  la  présence  de  m  au  dénominateur,  tandis  que  le  multiplicateur 

de  —  reste  fini.  En  groupant  les  intégrales  précédentes,  qui,  par 

hypothèse,  sont  en  nombre  limité,  on  aura 

A  étant  une  constante  fixe  convenable,  indépendante  de  /;?,  et 
on  a  pour  h,,,  une  formule  analogue.  Ainsi  a„i  et  hm  tendent  vers 
zéro  et  l'on  voit  clairement,  dans  le  cas  général,  leur  degré  de 
petitesse  pour  m  très  grand.  Le  résultat  précédent  est  bien  digne 

de  remarque  :  puisque  la  série  de  terme  général  —  est  divergente, 

la  convergence  des  séries  de  Fourier  est  due,  en  général,  aux 
variations  de  signe  que  présentent  leurs  termes. 

11.  Les  choses  sont  un  peu  moins  simples  quand  la  fonction 
f{x)^  satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet,  devient  infinie. 
Nous  allons  faire  une  hypothèse  particulière  sur  la  manière  dont 
f{x)   devient    infinie.    Soit   x^  une  valeur  entre  o  et  2'k,    pour 
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laquelle /(.r)  soit  infinie;  on  supposera  que,  dans  Finlervalle  de  a 
à  ^0  { '^- <^  ^ o)  1 /{^)  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

cp(^)  variant  dans  le  même  sens  de  a  à  Xq  et  o(j'q)  avant  une 
valeur  déterminée  différente  de  zéro.  On  aura  une  expression 
analogue  pour  l'intervalle  de  ^o  ^  P  (^  >Xo)-  Pour  tout  inter- 
valle ne  comprenant  pas  le  point  x^,  la  part  de  l'intégrale  est  de 
l'ordre  de  —  •  Considérons  maintenant  l'intégrale 

11  o 


(9  )  /  - — ~ cos  m X  dx. 

La  valeur  de  cette  intégrale,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées, 
que  '^(^)  ne  croisse  jamais  de  a  à  ^05  sera  de  la  forme 

Posons /??(^o  —  :r)  =  j^;  on  aura 


Or  les  deux  intégrales 


r    "    '  cosr    ,  r       "       sinr   7 


•■  mir^—rj.) 


ont,  quels  que  soient  ni  et  i,  des  valeurs  absolues  inférieures  à  un 
nombre  fixe;  en  elfet  les  deux  intégrales 

/     -^^r         et  /     ---^j'        (o<v<>i) 

ont  un  sens  parfaitement  déterminé,  comme  on  le  voit,   par   une 
méthode  analogue  à  celle  que  nous  avons  suivie  au  §  17,  Cliap.  I. 
Donc,  en  faisant  tendre  dans  (9)  £  vers  zéro,  on  voit  que  l'inté- 
grale 

o{x) 


I 


,  cosm^  dx, 

{xo-xy 
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I 
m' 


sera  moindre  que  le  produit  de  — ^3;^  par  une  conslanle  indépen 
dan  te  de  m. 
Il  en  résulte 


I  a,n  I  et  I  b,„  I   <--  — 


l-v 


m 


B  étant  un  nombre  positif  convenable  indépendant  de 

La  condition  précédente,  relative  au  cas  où  la  fonction  devient 
infinie,  n'est  d'ailleurs  nullement  nécessaire.  Une  fonction  peut 
devenir  infinie  d'une  tout  autre  manière  et  n'en  être  pas  moins  dé- 
veloppable  en  série  de  Fourier.  Que  l'on  prenne,  par  exemple,  la 
série  di\^rgente  à  termes  positifs 

«0-^  «1^.  .  .--T-  a,n  -".  .  ., 

dans  laquelle  les  coefficients  satisfont  aux  conditions  du  f:j  9;  la 

série 

f{^)  —  a^-r-  cil  cosO  -h .  .  .-f-  a  m  cosmO  -1-.  . . 

convergera  pour  toute  valeur  de  9,  sauf  8=2/1:7:,  valeurs  pour 
lesquelles  elle  deviendra  infinie  d'une  manière  évidemment  arbi- 
traire. On  peut,  de  plus,  remarquer  qu'aucun  ordre  ne  peut  être 
assigné  aux  coefficients  a„i  de  cette  série  trigonométrique  conver- 
gente. 

12.  Dans  bien  des  cas  particuliers,  on  pourra  avoir  une  approxi- 
mation différente  pour  les  coefficients.  Supposons,  par  exemple, 
que  la  fonction /(^)  n'ait  aucune  discontinuité,  qu'elle  admette 
2Tr  comme  période  et  qu'elle  ait  une  dérivée  restant  finie  et  satis- 
faisant d'ailleurs  aux  conditions  de  Diriclilet.  Nous  aurons,  pour 
cette  fonction 


;:_   /      f(^)  cosmx  dx 


et 

x^  sinm^  dx, 


^0 


et,  en  intégrant  par  parties, 

a,n  = /      J'{^)  sin  mxdx 
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et 

—    /      /'{x)cosmx  dx, 


I 
m 


puisque /(o)  =/(2Tu).  En  appliquant  alors  à  l'intégrale  précé- 
dente le  résultat  du  §  10,  nous  voyons  que 

I  «m  I  et  I  b,n   I    <  — i  ' 

A  étant  indépendant  de  m;  par  conséquent,  dans  ce  cas,  la  série 
de  Fourier  correspondant  à  la  fonction  y(^)  sera  absolument  et 
uniformément  convergente. 

l^a  remarque  précédente  peut  évidemment  être  généralisée.  Si 
la  fonction y( .2;)  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p  —  i  sont  con- 
tinues et  périodiques  (la  période  étant  271),  et  que  la  dérivée 
d'ordre/?  reste  finie,  on  trouvera  en  intégrant  p  fois  successive- 
ment, par  parties,  et  appliquant  le  théorème  du  §  10, 

A 

I  a,n  I  et  I  hni 


A  étant  toujours  indépendant  de  m. 

13.  Nous  avons  encore  une  question  très  intéressante  à  nous 
poser  sur  les  séries  de  Fourier.  Le  calcul  des  coefficients,  nous 
l'avons  dit,  a  été  fait  en  supposant  la  série  uniformément  conver- 
gente. En  fait,  la  série  de  Fourier,  que  nous  venons  d'étudier, 
converge-t-elle  uniformément  ?  Il  est  évident  qu'il  n'en  peut  être 
ainsi  dans  un  intervalle  comprenant  un  point  de  discontinuité. 
Nous  devons  donc  nous  borner  à  considérer  un  intervalle  («,  b) 
compris  de  o  à  2tc  dans  lequel  ne  se  trouve  aucun  point  de  dis- 
continuité. 

Commençons  par  supposer  que  la  fonction  /"(.r)  'varie  d'une 
manière  continue  dans  le  même  sens  de  a  à  6,  et  aussi  un  peu 
au  delà  de  b  et  en  deçà  dé  a  (a  <^  6),  de  telle  sorte  que  a  et  ^  ne 
correspondent  ni  à  un  maximum,  ni  à  un  minimum  ;  la  fonction 
y(.r)  sera,  de  plus,  supposée  positive,  ce  qui  peut  toujours  être 
réalisé  par  l'addition  d'une  constante.  De  l'hypothèse  faite  résulte 
qu'on  peut  trouver  un  nombre  positif  A  tel  que  la  fonction  de  y 
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pour  une  valeur  fixe  x  quelconque  comprise  dans  l'intervalle 
(a,  6),  varie  dans  le  même  sens,  y  allant  de  —  A  à  +  h. 

Ceci  posé,  nous  allons  démontrer  que  la  série  de  Fourier  cor- 
respondant à/(jr)  converge  uniformément  dans  l'intervalle  (a,  6). 
Reprenons  à  cet  effet  l'intégrale 

.V 

^  I    r     -  siiiÂv 

2 

Il  faut  étab'ir  qu'on  peut  prendre  l'entier  impair  k  assez  grand 
pour  que  S/,_t  diffère  de  f{œ)   de  moins   de   s  (s  étant  donné  à 

l'avance),  quelque  soit  x  dans  V intervalle  {a,  h).  Nous  parta- 
geons, comme  plus  haut,  l'intégrale  en  deux  parties  :  nous  allons 
montrer  que  chacune  d'elles  tend  uniformément  vers  ^^^  :  il 
suffira  de  prendre  l'une  d'elles,  soit 


I     r  sin/.Y 

-     /  —• —   /(cr  -i-  ly)  dy, 


ï 
nous  la  partageons  elle-même  en  deux  intégrales 


(lo) 


Il  étant  le  nombre  fixé  plus  haut.  La  fonction  de  y,  f{x  -+-  ay), 
varie  dans  le  même  sens  quand  y  va  de  o  à  A  ;  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  qu'elle  n'aille  jamais  en  croissant.  En  nous  repor- 
tant alors  au  §  3,  nous  avons,  en  posant 


et  entendant  par  7n  le  même  entier  que  dans  ce  paragraphe,  soit 
le  plus  grand  entier  contenu  dans  y//i-, 


J< 


h-/(-^)]r-/(-  ^)  l  ^/(.^-  ^^)p.. 


J>/ 


\m-\  T  /  4m ~ 


A-      /    2 


De  ces  deux  inégalités  résulte  bien  que  J  converge  uni/or 


^me 
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ment  vers  sa  limite  -  fix),  x  étant  dans  l'intervalle  (a,  h),  c'est- 
à-dire  que  l'on  peut  prendre  k  assez  grand  pour  que  J  diffère  de 
-f{x)  de  moins  de  s,  quel  que  soit  x  dans  l'intervalle  indiqué. 

Nous  avons  maintenant  à  considérer  la  seconde  des  intégrales 
(lo);  elle  est  de  la  ibrme 

r  i"îAT  o(Y)  r/Y,       o  <  A  <  f^  <  71. 

Il  est  bien  facile  de  voir  qu'elle  est  de  Tordre  de  -|;  il  suf'lit  de 
raisonner  comme  nous  l'avons  lait  (§11)  pour  déterminer  l'ordre 
des  coefficients.  On  en  conclut  que  la  seconde  des  intégrales  (lo) 
est  moindre,  en  valeur  absolue,  que 

A 

A  étant  une  constante  fixe  convenable,  et  cela,  quel  que  soit  x 
dans  l'intervalle  (<:/,  b). 

Tl  est  donc  établi  que  l'intégrale 

"^  ■"  7 
Z    f       '^-/^•^--•^^ï)^^ï       (AMmpair), 

({ui  représente  la  somme  des  ^^~  premiers  termes  de  la  série  de 
Fourier,  diffère  de /(^),  pour  k  suffisamment  grand,  de  moins 
de  £,  quel  que  soit  x  dans  Vintervalle  (a,  h). 

Les  raisonnements  précédents  supposent  essentiellement  que  la 
fonction  /(^)  n'ait  ni  maximum,  ni  minimum  dans  l'intervalle 
(«,  h),  j  compris  les  deux  extrémités.  Il  est  aisé  de  lever  ces  res- 
trictions. Les  maxima  et  les  minima  étant,  par  hypothèse,  isolés, 
puisqu'ils  sont  en  nombre  fini,  considérons  l'un  de«x.  Soit,  par 
exemple,  x-=x^  correspondant  à  un  maximum  jo  =/(-^o)  de  la 
fonction  /(^)  positive  dans  le  voisinage  de  x^,',  f{x)  croît  de 
.^^_  a  à  Xq  et  décroît  de  Xq  à  ^o+  a.  Je  considère  la  fonction 
continue  Q(^)  ainsi  définie  dans  l'intervalle  (^o—  ^t,  ^0+  a), 

q{x)^.f{x)  tle     :ro— a     à        Xq,' 

Q(^)^jKo+IJ^[7o-/(^)]  de         xo  à     -^-o+a         (!^>0- 

Cette  fonction  ira  en  croissant  de  ^0  —  ^t  à  x^)-^r  a. 
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Considérons  maintenant  la  fonction 

on  a 

P{x)  ^-  'if(x)  tie     Xo  —  OL     à         ^0, 

P(x)  =zyo(i-h  ix) -—{ix~-\)f(x)         (le        .^0         à     .ro-^a: 

V(x)  ira  aussi  en  croissant  de  ^o —  a  à  ^o+  ^--  Or 

/(^)  =  P(.r)--Q(:r). 

Par  suite,  la  fonction /(.r)  est  la  différence  de  deux  fonctions 
variant  dans  le  même  sens  de  part  et  d'autre  de  Xq.  Si  donc  on  déve- 
loppe P(^)  et  Q(^)  en  séries  de  Fourier,  il  n'y  aura  aucune  difficulté 
relativement  à  la  valeur  jtq.  L'intervalle  {a,  b)  peut  donc  contenir 
des  valeurs  de  x  correspondant  à  des  maxima  ou  des  minima. 

En  résumé,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  série  de  Fourier,  représentant  une  fonction  f[x)  satis- 
faisant aux  conditions  de  Dirichlet,  est  uniformément  con- 
vergente dans  tout  intervalle  (a,  b)  à  V intérieur  duc/uel  la 
fonction  ne  présente  pas  de  discontinuités. 

III.  —  Sur  les  séries  trigonométriques  les  plus  générales. 
Théorème  de  M.  Cantor. 

14.  Quand  nous  avons  cherché  les  coefficients  du  développe- 
ment 

t)i  =  « 

(11)  fi^)  =  «o-t-  ^  («//i  cos/?ia7  +  tj„i  sinm^), 

m  —  \ 

nous  avons  fait  des  intégrations  qui  supposaient  la  série  uniformé- 
ment convergente  dans  l'intervalle  de  o  à  2-. 

Si  l'on  veut  que  la  série  (11)  soit  uniformément  convergente  de 
o  à  2  7Ï,  il  est  clair  que  le  développement  ne  peut  se  faire  que  d'une 
seule  manière.  Mais,  si  on  laisse  de  côté  l'hvpothèse  de  la  con- 
vergence uniforme,  on  peut  se  demander  s'il  n'existe  pas,  pour 
représenter  f(x),  un  développement  trigonométrique  différent 
de  celui  de  Fourier. 

Nous  bornant  toujours  aux  fonctions  satisfaisant  aux  conditions 
de    Dirichlet,   nous   supposons    qu'il  y   a  égalité   entre  les  deux 
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membres  de  (i  i)  pour  toute  valeur  de  x  qui  ne  rend  pas  la  fonc- 
tion y  infinie  ou  discontinue.  On  aura  donc  l'identité  (ii),  sauf 
peut-être  pour  un  nombre  limité  de  points  entre  o  et  au.  Si  deux 
développements  de  cette  forme  et  dans  ces  conditions  sont  pos- 
sibles, on  aura  évidemment,  en  les  retranchant,  une  identité  de  la 
forme 

(12)  «o-h  ^(«//z  coswa?  -t-  |3,„  sinma^)  =  o. 

m  =  l 

pour  toute  valeur  de  x^  comprise  entre  o  et  271,  sauf  peut-être 
pour  un  nombre  limité  de  points. 

Si  on  peut  établir  que  tous  les  a  et  [^  sont  nuls,  l'identité  des 
deux,  développements  supposés  sera  démontrée.  M.  Gantor  a,  le 
premier,  démontré  que  l'identité  (12)  ne  peut  avoir  lieu  que  si  tous 
les  coefficients  sont  nuls  {Journal  de  C relie,  t.  72,  et  Acta  ma- 
thematica,  t.  II).  Son  analyse  s'appuie  sur  un  théorème  de 
Riemann,  très  intéressant  en  lui-même  et  que  nous  allons  d'abord 
exposer. 


15.  Considérons  avec  Riemann  [OÉ'wcre^  complètes  [Ueber  die 
arstellbarkeit  einer  Function  dure 
Reihe,  §  8)]  une  série  trigonométrlque 


D arstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  irigonometrisclie 


(}C)       -  a^)-\^  ay  Q.OSX -\- b^^\nx~- . 

.  -h  a,i  cos  nx  h 

on  suppose  que 

lim  a,i  =0, 

lim  bn  =  0. 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  écrit 


la  série 


Ao=-<^0'         kn  —  a,iCO'=>nx-^b,i^mnx, 
•1 


Ao---A,-_ 


que  l'on  déduit  de  la  série  initiale,  en  intégrant  deux  fois  chaque 
terme,  sera  uniformément  convergente  de  o  à  271,  puisque  Kn 
reste  finie  quel  que  soit  x^  et  représentera  une  fonction  continue 
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F(^).  Riemann  considère  le  rapport 

F  (  .X  ^  IOl)  -^  F  (t  —  9.0C)  —  2F  (CP)  '^.        -         ) 

6'^  la  série  S  converge  pour  une  certaine  valeur  de  x,  et  a 
f{x)pour  somme,  le  rapport  précédent  tend  vers  f{x),  quand 
a  tend  vers  zéro.  Tel  est  le  théorème  que  nous  allons  établir. 

En  remarquant  que 

aaCOin{x  -^  2a) -f-  ctn  cos n(T  ~  '2 oi)  ~  1  a,,  cos n .r 
=  icia  cos nx{cos'inoi.  —  i)  ^  —  \anCosiix  èin^- ni, 

b,i  sin/i  {x  -\-2CL)  ^  ba  s\ï\  n  {x  — -i ol)  —  'iba  sin  nx 
=  ibn  sin  nx{cos2n7.  —  i)  =  —  ^b^  sin  nx^xw^'-no., 

on  peut  écrire 

^  F(.rH-9.a)-^F(.r-  -la  ) -^- 2F(.y )  /sina\2 

J^^  =Ao-^-A,  (^-—-j      -4-... 


(i3)  <; 

'  si  n  n  y. 


A 


Or,  X  ayant  la  valeur  particulière  considérée,  on  a 

Ao-f-  Al  +  .  .  .-i-  A,,^_i  =f{.or)  ^  B,„ 

et,    S   étant  une   quantité   donnée  à  l'avance    aussi    petite    qu'on 
voudra,  on  peut  trouver  m  tel  que  l'on  ait 

I  £«  I  <  ô,         si         n^  m. 

De  plus  nous  prendrons  dans  (i  3)  a  assez  petit  pour  que  my.  <  tt. 
En  remplaçant  d'une  manière  générale  A,^  par  £/^^^  —  e,^,  la  série 
(i3)  peut  s'écrire 

' sin  ny.\^  } 


^^      ^  L     (  /i  —  1  )  a 


fia 


Partageons  maintenant  cette  série  en  trois  parties.  Dans  la  pre- 
mière, on  fait  croître  n  de  làm;  dans  la  seconde,  n  variera  de  m  +  i 

au  plus  grand  entier  s  inférieur  à  ^;  enfin,  dans  la  troisième,  n  va- 
riera de  5  +  I  à  l'infini. 
P.  -  I. 
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La  première  partie  se  compose  de  termes  en  nombre  fini,  et 
tendra  évidemment  vers  zéro  si  a  a  été  pris  suffisamment  petit. 
La  seconde  partie  est  moindre  que 


/sinma\2       /sinsa\-~j 
\     77101.     /  V     -^^     /    J 


les  quantités  entre  crochets,  dans  la  somme,  étant  toutes  positives, 
car décroît  constamment  de  o  a  -,  et  1  on  a  précisément 


s  <C  ou         .va  <<  Tz. 

oc 


Passons  enfin  à  la  t/oisième partie.  Décomposons  le  terme  gé- 
néral de  la  manière  suivante 


\rsin(/i  —  Oa~l-       rsin(  Ai     -  i)  al 
\  r  sin(n  —  r  )a~|  -        /sin  7i 


Le  second  terme  peut  s'écrire 

sin(g!/i  -  -  i)a  sin  a 

Le  terme  général  sera  donc  moindre,  en  valeur  absolue,  que 

?A ^ '-l-,- 


0 


La  troisième  partie,  com])renant  la  sommation  de  s -\- \   à  l'in- 
fini, aura  donc  une  valeur  absolue  moindre  que 


—     -  r     '      .     1 


la  somme  entre  parenthèses  étant  une  série  convergente. 
Mais  on  a  (  '  ) 


<"!>  (d-ly 


(')  Cette  inégalité  peut  en  effet  s'écrire 


{s-r-ir  J,     X 


r'^  dx 
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nous  avons  donc,  comme  limite  supérieure, 


0  0 

5^  a-        soi 


Or  5  est  le  plus  grand  entier  inférieur  à  -,  c'est-à-dire  que 

ce  1 

S  à 1  OU         .ça>7r  —  a: 

a  - 

la  limite  précédente  sera  donc  moindre  que 

Elle  est  infiniment  petite  avec  o  :  l'expression  (i3)  diffère  donc  de 
/(^),  d'aussi  peu  qu'on  veut,  pour  a  suffisamment  petit.  Le  théo- 
rème est  démontré. 

16.   A  ce  théorème  je  joindrai,  avec  Riemann,  la  remarque  sui- 


vante : 

Le  quotient 


F(.r  -i-  9.a)  -+■  F(  ,r  —  9.a)     -  •i.F(.t) 


tend,  quel  que  soit  x,  vers  zéro,  quand  a  tend  vers  zéro. 

Partageons,  en  effet,  la  série  qui  représente  l'expression  précé- 
dente 

en  trois  parties.  Dans  la  première,  n  variera  jusqu'à  un  nombre 
fixe  m,  tel  que,  pour  n  >  m,  on  ait  |  A,,  |<  £  ;  dans  la  seconde,  on 
fait  varier  n  depuis  {m  +  i)  jusqu'à  la  plus  grande  valeur  satisfai- 
sant à  l'inégalité  na.<c,  c  désignant  une  constante  fixe;  enfin,  la 
troisième  partie  comprendra  le  reste  de  la  série. 

La  première  partie  donne  une  somme  inférieure  à  2Qa,  Q  étant 


et  elle  se  vérifie  immédiatement  en  considérant  les  rectangles  intérieurs  inscrits 
dans  la  courbe  y  = -^  comme  nous  l'avons  déjà  fait  à  différentes  reprises 
(Chap.  I,  §  17). 
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une  quantité  fixe;  la  seconde  est  moindre  en  valeur  absolue  que 
enfin,  la  troisième  partie  est  moindre  que 


•17.1    y        ^ <  '2  a£  >    < 


2  2      I      _    '2î 

a     c^         c 


en  se  reportant,  pour  la  dernière  inégalité,  à  l'égalité  (i4)- 
Nous  avons  donc 


I  Yix-^  2a)  +  F(.r  —  2a)  —  2Ff.r) 
I  2  a 


b 


I 

c  -h  - 

c 


d'où  suit  immédiatement  que  le  premier  membre  tend  vers  zéro  eu 
même  temps  que  a. 

17.  Avant  d'aborder  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Cantor, 
relatif  aux  séries  Irigonométriques,  faisons  encore  une  remarque 
essentielle,  due  à  M.  Schwarz. 

Soit  F(^)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  b), 
et  telle  que,  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet  intervalle,  on  ait 

,.       V(.T  -h  oc)  —  2,  F ( .r )  -^  F f  .r  —  a  ) 

Jim =  o. 

a=:o  a'-i 

lYous  allons  montrer  que  F  (x)  est  une  fonction  linéaire  de  x. 
Supposant  a  <C  b^  nous  considérons  la  fonction 

o(^)  =  tJF(r)-F(a)--^~-^[F(^)-F(a)]|  —  !^  {x  -  a){b  -  x), 

i  désignant  it  i ,  et  /i  une  constante  quelconque.  La  fonction  o[x) 
est  continue  dans  l'intervalle  («,  ^),  et  l'on  a 

,.      of.r-ha)  —  ■2'o(x)~-o(x  —  a) 

Il  m  -: '■ '— ■ =  II-, 

a=o  a'^ 

Donc,  si  a  est  assez  petit,  l'expression 

o{x^a)  —  io{x)-\-o{x  —  a) 
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est  positive.  Je  dis  qu'il  en  résulte  que  o(x)  ne  peut  être  positive 
pour  aucune  valeur  de  x  dans  l'intervalle  (a,  b).  Si,  en  effet,  o{x) 
était  positive  pour  certaines  valeurs  de  ^,  elle  aurait  un  maximum 
pour  une  certaine  valeur  Xq  de  x^  puisque  ^{a)  =  cp(6)  =  o.  Par 
conséquent,  pour  a  assez  petit,  on  aurait 


cp(a7o+  a)  — o(;ro)^o, 
o{xq~  a)  —  cp(a7o)^o; 

cp(^o-+-a)  +  cp(a:-o—  a)  —  2cp(^o) 


par  suite, 

serait  négatif. 

Ainsi  donc,  quel  que  soit  li,  et  pour  ?  —  ±  i,  la  fonction  cp(^) 
est  négative  ou  nulle  dans  l'intervalle  («,  b)]  mais  nous  pouvons 
prendre  h  très  petit  et  donner  à  i  un  signe  tel  que,  pour  une  va- 
leur de  x^  cp(^)  soit  positif,  si  l'on  n'a  pas  identiquement 

F(^.)  _  F(«)  - -^^  [F(^,)  -  F(a)]  =  o. 

Cette  identité  est  donc  nécessaire.  Il  en  résulte  bien  que  F(^) 
est  une  fonction  linéaire  de  x. 

On  remarquera  que  la  proposition  précédente  serait  évidente  si 
l'on  supposait  que  la  fonction  F(^)  admet  des  dérivées  première  et 
seconde  continues  dans  l'intervalle  (a,  b). 

18.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  le  théorème  de 
M.  Cantor.  On  suppose,  comme  nous  l'avons  dit,  que  l'on  ait 

«0+  («1  cosa7+  ,3i  s'mx)  H-. .  .—  {%,i  cos/i.r  +  p,j  ?>mnx)  -4-.  .  .=  o, 

cette  égalité  ajant  lieu  pour  toute  valeur  de  x,  sauf  peut-être  pour 
un  nombre  limité  de  valeurs  dans  un  intervalle  égal  à  2-.  On  ne 
fait  d'ailleurs  aucune  hypothèse  sur  la  façon  dont  se  comporte  la 
série  pour  ces  valeurs  exceptionnelles. 

Remplaçons  successivement,  dans  la  série  précédente,  x  par 
^  4-  0  et  ^  —  0,  et  ajoutons  ;  il  viendra 

,  c\  (  «0+ (ai  cosa7-}- 81  sin^)  coso -h 

•(i5)  ' 


-h  {ocri  cosnx  -!-  p/j  sin/ia?)  cos/io  +. ..  =  o, 
X  ayant  une  valeur  fixe  (différente .des  valeurs  singulières).  La  rela- 


o 
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lion  précédente  aura  lieu  pour  toute  valeur  de  8,  sauf  peut-être  un 
nombre  limité  de  valeurs  dans  un  intervalle  égal  à  stû.  C'est  une 
série  trigonométrique  en  0  ;  elle  ne  renferme  que  des  cosinus,  mais 
ceci  nous  importe  peu  ;  ce  qu'elle  présente  d'intéressant  pour  nous, 


c'est  que  le  coefficient  de  cosno  tend  vers  zéro  avec  —  •   Nous  al- 

Ions  donc  pouvoir  nous  borner,  dans  la  démonstration  du  théorème 
de  M.  Canlor,  au  cas  où  les  coefficients  des  cosinus  et  sinus  ten- 


dent vers  zéro  avec  -•   Si  l'on  suppose,  en  effet,  le  théorème  dé- 
montré dans  cette  hypothèse,  la  série  (i5)  montre  que  l'on  a 

oi,i  cosncr  -+-  j^l^  sin nx  =  o. 

quel  que  soit  x  (sauf  peut-être  un  nombre  limité  de  valeurs  dans 
un  intervalle  27:)  ;  on  en  conclut  a,^  =  p,i  =  o. 

Ces  préliminaires  étant  bien  compris,  nous  partirons  maintenant 
de  ridentité 

—   -i-  «1  cosa;  -4-  61  511127  H-.  .  .-h  a,i  cosnx  -f-  o,iSmnx  ~r- .  .  .  =  o, 
2 


qui  a  lieu  dans  les  conditions  indiquées,   et  nous  faisons  l'hvpo- 
lini  a,i  —  o,  lini  b,i  —  o. 


thèse  légitime 


Nous  pouvons  alors  appliquer  le  théorème  de  Riemann  et  former 
la  fonction  F  (^)  du  §15,  fonction  continue  pour  toute  valeur  de  ^, 
sans  aucune  exception.  Nous  avons,  d'après  ce  théorème, 

Ff.r  ^- a)  —  9.  F(.-r)+ F(:r  —  a) 
lim =  o, 

pour  toute  valeur  de  x  distincte  des  valeurs  excep'tionnelles.  Donc 
(§  17)  la  fonction  F(^),  entre  deux  valeurs  exceptionnelles  con- 
sécutives, sera  une  fonction  linéaire  de  x.  La  courbe 

forme  donc  une  ligne  polygonale  continue,  les  sommets  de  la 
ligne  correspondant  aux  valeurs  singulières,  si  elles  existent.  Mais 
considérons  une  telle  valeur  Xq]  la  fonction  F(^)   ne  cesse  pas 
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d'être  continue  pour  x  =  Xq,  et  (§  16) 

,.      F(a-o-+- a) -4- F(iro-- a)  —  2F(.ro^ 

lim =  o.  f 

a  =  o  a 

Or  les  deux  quotients 

Ff^o-j-g)  — F(a7o)  F(3-o— g)  — F(a"o) 

cl  \ 

g  —  g  \ 

représentent  les  coefficients  angulaires  des  deux  côtés  de  Ja  ligue     ^ 
polygonale  ayant  pour  sommet  le  point  considéré.   Ces  deux  coef-    ^ 
ficients  angulaires  sont  donc  égaux  et  les  deux  côtés  sont  le  pro- 
longement l'un  de  l'autre.  Nous  en  conclnons  que  la  courbe 

y  =  F{x) 

représente  une  ligne  droite  indéfinie.  Soit  y  r^  cœ  +  c'  cette 
droite;  on  aura,  pour  toute  valeur  de  x^  la  relation 

An Al  — . .  . ';  —.  ..^-  ex  -\-  c\ 

•2  n- 

que  nous  écrirons 

,    t"-  ,       ,         A,  A„ 

Ao ex  —  c  r=  Al  + h.  .  .H -h.  -  .. 

2  4  'i' 

Le  second  membre  admet  la  période  27r;  pour  que  le  premier 
l'admette,  il  faut  que 

c  =  o,  Ao  =  o. 

Il  reste  alors 

—  c  =  «1  cosa?  H-  b\  sin;r  -h ...  h ^, h ...  ; 

mais  la  série  du  second  membre  est  uniformément  convergente; 
on  peut  donc  appliquer,  en  toute  rigueur,  la  méthode  classique 
pour  la  détermination  des  coefficients,  ce  qui  donne  immédiatement 

Cta  —  O,  ha  —  O, 

et  le  théorème  est  démontré. 
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IV.  —  L'intégrale  de  Poisson.  —  Représentation  approchée 
,  des  fonctions. 

19.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  faisant  Fétude  d'une  inté- 
grale célèbre,  considérée  par  Poisson,  et  qui  se  rattache  étroite- 
ment à  la  théorie  des  séries  trigonométriques. 

Soit  /('f  )  une  fonction  développable  entre  o  et  2?:  en  série  de 
Fourier, 

/(?)  =~  -^  «1  coscp  -^  ^,sincp+.  .  .-r~a,n  cosmcp  +  b^  sin7?icp  + 

Envisageons  la  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  /•, 

~  H-  r(«i  coscp  -+-  bi  sincp)  +.  .  .^  /■'"(«/«  cosmcp  +  b,n  sinmcp)  -+-..., 

qui  est  convergente  pour  /•<!.  Nous  allons  montrer  qu' on  peut 
la  mettre  sous  la  forme  d'une  intégrale  définie. 
Formons,  en  elfet,  l'intégrale 

11  est  facile  de  la  développer  suivant  les  puissances  croissantes 
de  /*  :  nous  retomberons  sur  la  série  qui  précède.  Partons  de  la 
formule 

>  — ''^ __  I  I        . 

I  —  2r  COSO  H-  7-2    ~  ,  _  ,.giO  i_,.g-iO^ 

on  a 

14- re^^-h.  . .+ r«e«^0- 


1  —  re^'Q  I  —  re^^   '' 

et  une  identité  analogue  en  changeant  i  en  —  i.  On  aura  donc 


1  —  r^ 


[  —  2/'  COS(y  —  o) 


—   =  H-  2  \^  r«  COS  Al  (  (]/  —  Cp  ) 


_l ^ 

I  —  re'^'^-'i^        I  —  re-i^'^  -9^  J 
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Substituant  dans  l'intégrale  I  et  remarquant  que  le  reste  tend 
vers  zéro,  puisque  r  est  plus  petit  que  l'unité,  on  obtient  la  rela- 
tion 

et,  enfin, 

rt  — 00 

(ï6)  J  =  — i'  -)--  \  r>i{a,i  cosno  -+-  bn  sin/icp), 

n^  1 

en  posant 

"*  0  ~  ^0 

C'est  bien  le  développement  que  nous  avons  écrit  plus  haut^  il 
n'est  valable,  a  priori,  que  pour  r  <  i ,  de  sorte  qu'on  ne  peut  en 
déduire  la  série  de  Fourier,  comme  nous  le  verrons  d'ailleurs  plus 
en  détail  au  §  24. 

20.  L'intégrale  I  est  une  fonction  de  r  et  de  cp,  qu'on  peut  consi- 
dérer comme  fonction  des  coordonnées  polaires.  Nous  avons  supposé 
/^  <  r  ;  le  point  (;%  cp)  restera  donc  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon 
un.  Quand  ce  point  se  rapproche  d'un  point  de  la  circonfé- 
rence C  de  ce  cercle,  V intégrale  tend-elle  vers  une  limite? 

La  réponse  n'est  pas  immédiate,  car  une  circonstance  singulière 
se  présente.  Puisque  /•  tend  vers  un^  tous  les  éléments  de  l'inté- 
grale tendent  vers  zéro,  sauf  un  seul  correspondant  à  r  =  i ,  ^J;  =  C2, 
pour  lequel  il  j  a  indétermination.  On  ne  voit  donc  pas  de  suite  ce 
que  devient  l'intégrale.  Au  surplus,  nous  avons  déjà  rencontré  un 
exemple  de  cette  nature  quand  nous  avons  traité  le  problème  de 
Dirichlet  pour  le  cas  d'une  sphère  (Chap.  YI,  Section  II).  L'inté- 
grale que  nous  avons  alors  obtenue  est  entièrement  analogue  à 
l'intégrale  de  Poisson  qui  nous  occupe  maintenant. 

Le  développement  en  série,  suivant  les  puissances  croissantes 
der,  donne,  sinon  une  réponse  entièrement  satisfaisante,  du  moins 
une  indication  sur  la  solution.  Quand  r  tend  vers  l'unité,  cp  restant 
constant,  la  série  (i6)  tejid  vers/(cp).  On  sait,  en  effet,  puisqu'on 
a  supposé  que  /(cp)  est  développable  en  série  de  Fourier,  que  cette 
série  est  convergente  pour  r  =  i  et  représente  /(cp);  il  suffit  alors 


7 
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de  se  reporter  au  théorème  d'Abel  sur  les  séries  entières  pour  en 
conclure  que  la  limite  de  la  série  (16),  pour  r  =  i ,  est  égale  à/(cp). 
Ce  mode  de  raisonnement  a  l'inconvénient  grave  de  nous  obliger  à 
faire  tendre  le  point  {r,  z>)  vers  le  point  (i ,  cp)  de  la  circonférence  G 
en  suivant  le  rayon  qui  passe  parce  point.  Nous  allons  suivre,  avec 
M.  Scliwarz  (^),  une  lout  autre  marche  en  étudiant  directement 
l'intégrale  1  ;  cette  méthode  aura  de  plus  l'avantage  de  ne  pas 
nous  obliger  à  supposer  que  /(^)  est  développable  en  série  trigo- 
nomé  trique. 

21.  Considérons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  /'('}),  étant  tou- 
jours continue  et  admettant  la  période  271,  peut  être  considérée 
comme  une  fonction  continue  et  bien  déterminée  de  la  position 
d'un  point  sur  la  circonférence  C. 

Nous  avons  besoin,  pour  faire  cette  étude,  de  la  valeur  de  l'inté- 
grale I  pour  f(^à)  =  i.  Elle  se  calcule  immédiatement  :  la  fonc- 
tion sous  le  signe  d'intégration  est  une  fonction  rationnelle  de 
cos('|  —  cp),  et  l'intégrale  indéfinie  est  Texpression  à  détermination 
multiple 

I  /  I  "t-  r  'l 

-  arc  lang    -     —  tang  - 


/■  '2 


appliquant  la  règle  donnée  précédemment  à  ce  sujet  (Chap.  I,  §  6), 
on  trouve  que  la  valeur  de  I,  pour  f<Z^^  est  égale  à  -h  i . 

Cela  posé,  désignons  par  A  un  point  (/',  '>p)  pris  à  l'intérieur  de 
la  circonférence  C  de  centre  O,  et  soit  Mo  un  point  fixe  (1,  Oq)  sur 
cette  circonférence.  Il  s'agit  de  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'intégrale  I  correspondant  au  point  (r,  cp)  quand  ce  point  se  rap- 
proche du  point  (i,  cpo)  en  suivant  une  direction  quelconque.  L'in- 
tégrale I  peut  s'écrire 


^/[/(?. 


)  +/(  +  )-/(?.)]  -,„,,eos"r^-^cpH-'-,^^^^- 


intégrale  étendue  à  la  circonférence,  c'est-à-dire  l'intégration  étant 


(')  Voir  deux  Mémoires  de  M.  Schwarz  :  Ueber  die  Intégration  der  partiel- 
len  Dijferentialgleichung  Lu  =  0  fur  die  Flàche  eiiies  Kreises  {Gesammelte 
mathematische  Abhandlungen,  zweiter  Band). 
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faite  entre  deux  valeurs  de  'l  différentes  de  2-.  Par  suite,  on  aur; 


1  —  '.^/•  cos(  6  —  G) 


Or,  la  fonction /('})  étant  continue,  on  peut  trouver  une  quantité 
positive  20  telle  que,  sur  tout  arc  de  la  circonférence  C  inférieur 
à  20,  l'oscillation  de  la  fonction  soit  inférieure  à  une  quantité  po- 
sitive £,  donnée  à  l'avance,  aussi  petite  qu'on  voudra.  On  aura 
donc 

\/W-f(oo)\  <£, 

pourvu  que  l'arc  qui  sépare  le  point  (i,  6)  du  point  (i,  cpo)  soit  in- 
férieur à  0,  et  cela  d'ailleurs  quelle  que  soit  la  position  du  point  M„ 
sur  la  circonférence  G;  8  étant  ainsi  fixé  va  rester  constant.  D'autre 
part,  le  point  A,  en  se  rapprochant  du  point  Mo,  restera,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  cp,  à  l'intérieur  de  l'angle  au  centre,  cor- 
respondant à  l'arc  20,  avant  Mo  pour  milieu.  Désignons  par  A^  le 
point  où  le  rajon  prolongé  OA  rencontre  la  circonférence  C  et 
prenons  de  part  et  d'autre  de  A,  un  arc  égal  à  0.  Soient  s  l'arc  égal 
à  20  ainsi  formé,  lequel  contient  le  point  Mo,  et  S  le  reste  de  la 
circonférence.  Nous  partagerons  l'intégrale  qui  figure  dans  1  en 
deux  parties  :  l'une  relative  à  5,  l'autre  à  S.  La  valeur  absolue  de 
la  première  sera  moindre,  quel  que  soit  /•,  que 


—      / T, ,^'^<£—      /  ,, ,    -      ;«f(I>rrz:£. 


I  —  r'^ 

ir  cos((J;  —  o)-r-r- 


Passons  à  la  seconde  intégrale.  On  a,  pour  l'arc  S, 

\~  ir  cos(t^  —  ?)  —  /'->  '2/'  —  '.>/' coso  =  2/-(i  —  coso), 


^_  1/  <  s-cT 


et,  si  g  désigne  le  maximum  de  |  /('i>)  |  ,  on  voit  que  la  seconde 
intégrale  aura  une  valeur  absolue  moindre  que 

r(i  —  coso) 

Cette  quantité  tend  vers  zéro  quand  r  se  rapproche  de  l'unité  ; 
remarquons  d'ailleurs  qu'elle  est  indépendante  de  la  position  du 
point  Mo  sur  G. 

Ainsi  donc,  étant  donné  le  point  Mo  sur  la  circonférence  G  et 
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une  quantité  Tj  fixe,  mais  aussi  petite  que  l'on  veut,  on  peut  tracer, 
(le  part  et  d'autre  de  Mo,  un  arc  de  longueur  ù  tel  que,  le  point  A 
restant  à  l'intérieur  de  l'angle  au  centre  correspondant  à  cet  arc 
2  0  et  étant  suffisamment  rapproché  de  la  circonférence,  la  valeur 
de  l'intégrale  correspondante  diffère  de/(cpo)  de  moins  de  r,  :  c'est 
dire  que  l'intégrale  I,  correspondant  au  point  (/',  cp),  tend  vers 
/(?o)  quand  ce  point  se  rapproche  d'une  manière  quelconque 
du  point  (i,  cpo)  de  la  circonférence  G  (en  restant  intérieur  à  cette 
circonférence). 

^2.  11  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'étudier  maintenant  le  cas  où  la 
fonction  /(^)  n'est  pas  partout  continue,  mais  présente  pour  cer- 
taines valeurs  isolées  de  ^  des  discontinuités  du  genre  de  celles 
qui  ont  été  étudiées  dans  la  théorie  des  séries  trigonométriques. 

Nous  supposerons  donc  que,  pour  une  certaine  valeur  c^o,  la 
fonction  y(cp)  ait,  de  part  et  d'autre  du  point  correspondant,  des 
valeurs  limites  différentes.  Vef^s  quelle  valeur  tendra  Vinté- 
grale  I  quand  le  point  (r,  cp)  tendra  vers  le  point  (i,(po)? 

Pour  traiter  cette  question,  prenons  d'abord  un  exemple  parti- 
culier :  si  l'on  fait  y(t{;)  =  ^J;,  on  se  trouve  bien,  sur  la  circonfé- 
rence G,  dans  le  cas  indiqué;  on  peut,  en  effet,  considérer  qu'on 
a,  sur  cette  circonférence,  une  succession  de  valeurs  données  par 
la  loi  précédente  en  faisant  varier  6  entre  o  et  iiz.  Pour  (J>  =  o  et 
'];  =  2  7^,  on  obtient  la  même  position  Mo,  et  la  différence  des  va- 
leurs limites  de  la  fonction,  de  part  et  d'autre  de  Mq,  est  visible- 
ment égale  à  2  7r.  Formons,  pour  ce  cas  particulier,  l'intégrale  I, 


'■^'~  Jq  I  —  '2  /•  COS  (  '];  —  Cp  )  -+-  7-2 


d'^. 


Sa  valeur  est  facile  à  calculer  au  moyen  d'un  développement  en 
série,  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  r.  Les  coeffi- 
cients du  développement 

h    >   r"{a,i  cos/icp  -+-  b,i  sin/icp),         '"  <  i> 

n=il 

dans  lequel 

^       ^271  ^       ^27: 

a,i—  -_   j       <l)C0S7i^d^,         bn=  -   j       ^sin7i^d^, 
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sont  ici 

«0  =  277,  «/,  =0     (n^i),  ba=  — 


11 


On  a  donc  le  développement 

n=  00 
V^  r'^  si  11/2  0 

n—  1 

Pour  calculer 

"^  /•'  sin  7io 

Z~^i — ' 

11  =  1 
prenons  sa  dérivée  par  rapport  à  /■,  qui  est 

n  =  oc 

2 


f-a-i  smno. 


Or  cette  série  est  égale  au  coefficient  de  /  =  y/ —  i  dans 

00 

I        re'-?' 


w^  piiZii 


Qir^L  — 


7-1 '■ 

On  aura,  par  suite, 

«rr  00 

X    f-n-i  sin/io  = 
/i  =  1 

et,  en  intégrant, 

1— 71 


/•   I  —  re?  ' 


I  —  2/'  coso  -h  /■ 


/•■'  sin  no                             r  sin  o 
=  arc  tan<? '- 


1  —  /•  COS( 


l'arc  tangente,  dans  le  second  membre,  étant  l'arc  compris  entre  —  ^ 
et  H-  f\   qui  s'annule  pour  r  =  o.  Nous  avons  donc 


'  f 

t/o 


d<h  =  Ti  —  2  arc  tan< 


—  2rcos(4^  —  o)-i-/-2     '  "i  — rcoso 


L'arc  tangente  qui  figure  dans  cette  formule  est  susceptible  d'une 
représentation  géométrique  très  simple.  Soient  la  circonférence  G 
de  rajon  un  et  Mo  le  point  correspondant  k  à  zzn  o,  situé  sur   OX 
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{^Jig.  il)'  A  étant  le  point  (/*,  cp),  on  aura 

arc  tanq--     ' —  =  ande  (OMoA), 

'    1  —  /•  coscp  '^      ^ 

,cet  angle  étant  compris  entre  —  -  et  +  -•  On  a  donc,  en  appe- 
lant a  cet  angle, 

t:  —  -1  a 

comme  valeur  de  l'intégrale.  Quand  le  point  A  se  rapproche  de  Mo, 
la  valeur  limite  de  cette  intégrale  dépend  de  la  direction  suivant 


laquelle  A  se  rapproche  de  j\f o  ;  cette  valeur  limite  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  entre  o  et  27:  qui  répondent  aux  valeurs  extrêmes 


23.  Après  l'étude  de  ce  cas  particulier,  nous  n'aurons  aucune 
peine  à  traiter  le  cas  général.  Il  suffira  de  se  borner  au  cas  où  la 
fonction  /('i^)  a  un  seul  point  Mo  de  discontinuité,  que  nous  sup- 
poserons correspondre  à  'i>  =  o  où  2t:,  de  telle  sorte  que 

/(-.E)^/(^7:~s). 

Désignons  par  jji  la  différence /( 4-  s)  — /(^^^  —  e).  Nous  avons 
à  étudier  l'intégrale  r' 

j  =  A  r""/,  -i)  —  '~/^'  ^ — -  d^, 

■2t:  J^  i  — 'Jtrcos{^  —  o) -i- r^ 

([uand  le  point  A(/',  '^)  se  rapproche  de  Mq. 
Formons,  à  cet  effet,  l'expression 


yu) 


2  7:  ' 
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en  considérant,  comme  Lotit  à  l'heure,  ^^  comme  une  fonction  d'un 
point  variable  sur  la  circonférence  C  avec  le  point  Mo  comme  point 
de  discontinuité.  L'expression  précédente  sera  alors  une  fonc- 
tion continue;  car  les  deux  limites,  suivant  qu'on  se  rapproche 
de  Mo  d'un  coté  ou  de  l'autre,  sont 


/(-f-s)      el     7(271  -s) 


L'intégrale 


tend  donc  vers  /"(-f-  s)  quand  le  point  A  se  rapproche  d'une 
nière  quelconque  de  Mo-  Nous  aurons,  par  suite, 

— ■   /  /(v) ; cl^  = —  {  r: — 2  arc  tan 


[  — -i/- cos(y  —  o)-i-/'^     '  2  7r\  "-  I  —  /-coscp 

A  tendant  vers  f{-\-  s),  de  (juelque  manière  que  A  se  rapproche  de 
^lo-  De  là,  nous  concluons 

liml  z=z  /(-f--  s)  —  '-  H-  -^  a, 

en  désignant  par  a  la  direction  limite  suivant  laquelle  A  se  rap- 
proche de  Mo-  On  voit  ainsi  que  liml  pourra  prendre  toutes  les 
valeurs  comprises  entre 

/(-r-s)     et    A^Tz-^). 
En  particulier, 

poura=-j  on  aura         liml  =:/(-t- s); 

pour  a  — — -,  »  \[ml=f{9.T.  —  2). 

Quand  le  point  A  se  rapprochera  de  Mq  en  suivant  le  rayon  OMo, 
la  limite  correspondante  sera  la  demi-somme 


24.   On  a  essajé  de  déduire  de  l'étude  de  l'intégrale  de  Poisson 
une  démonstration  du  développement  de  Fourier.  Si  l'on  était  as- 
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siiré  que  ce  développement  est  convergent,  l'intégrale  de  Poisson 
montrerait  bien,  en  faisant  tendre  r  vers  l'unité,  que  la  valeur  de 
ce  développement  supposé  convergent  est  égal  à /(es).  Mais  on  ne 
peut  démontrer  a  priori  la  convergence  de  la  série  de  Fourier;  il 
j  a  plus,  en  prenant  même  pour  y^(<^)  une  fonction  toujours  con- 
tinue, ce  développement  peut,  pour  certaines  valeurs  de  cp,  ne  pas 
converger,  car  on  sait  aujourd'hui  qu'il  existe  des  fonctions  conti- 
nues, pour  lesquelles  la  série  de  Fourier  n'est  pas  partout  conver- 
gen  te . 

Je  vais  montrer  cependant  que  l'on  peut  déduire  de  l'intégrale 
de  Poisson  un  théorème  intéressant  relativement  à  la  représenta- 
tion approchée  d^  une  fonction  au  moyen  dhuie  suite  finie  de 
Fourier.  Reprenons  l'identité 

I  =  —  f'^foy) ^---T — j  ^^4^ 

"27:  J^  I  —  ^''COs(t];  —  cp)  -^ /-^     ^ 

=: r- r    {ai    coscp      —  t^i    suicp)      -+-... 

-i-  r'"{a,„  cos  ni  o  -+-  Z>,;,  sin  m o  )-+-...  ,  /"  <  i , 

en  supposant  seulement  la  fonction /((L)  continue  et  possédant  la 
période  27:.  D'après  le  raisonnement  du  §  21  et  en  employant  les 
mêmes  notations,  on  peut,  étant  donné  à  l'avance  un  nombre  £ 
fixe,  mais  aussi  petit  qu'on  veut,  trouver  un  angle  suffisamment 
petit  0,  tel  que 

|I-/(o)l<e.      •-(■-'■'^ 


/\I  —  coso) 

et  cela,    quel  que  soit  r  et  quel  que  soit  cp.  Or  on  peut  choisir  r 
suffisamment  voisin  de  un  pour  que 


r{\  —  coso) 


<  £. 


Soit/i  <C  I  une  valeur  de,r  satisfaisante  cette  inégalité;  /',  étant 
ainsi  choisi  va  rester  fixe.  Nous  avons,  quel  que  soit  cp, 

I  Ji-/(?)1  <^s, 
I,  désignant  la  valeur  de  l  pour  /•  =  ]\.  Or  la  série 

Il  =  —  +  ri   {ai  coscp       -h  ^1  sino)      H-.  .  . 
-+-  r'C  {a„i  cos  m  9  -+-  b,n  sinmo)  +  .  .  .  , 
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dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  o,  est  une  série  unifor- 
mément convergente.  En  effet,  |  «,„  |  et  |  Ij„i,  |  étant  moindres 
que  '2g,  le  coefficient  de  /-'"reste  inférieur  au  nombre  fixe  /[g.  En 
prenant  m  assez  grand  pour  que  le  reste  de  la  série 


^'■T 


à  partir  du  rang  m^  soit  moindre  que  £,  le  reste  de  la  série  qui  re- 
présente I,  sera  aussi  moindre,  en  valeur  absolue,  que  s,  quel  que 
soit  'j.  La  valeur  de  m  étant  ainsi  choisie,  on  aura  alors  une  cer- 
taine  smie  finie  de  Fourier 

F(çi)  =  Ao-r-  Al  coso  -h  Bi  sincp  -h.  .  .4-  A/„  cosmcp  +  B,»  sincpw 

telle  que 
et  par  suite 


I  Ji-F(o)I<£, 
|/(cp)-F(cp)l  <3ô. 


On  peut  donc  trouver  une  suite  finie  de  Fourier  ¥{'^)  telle 
que  f(f)  puisse  être  représentée  par¥(^'j)  pour  toute  valeur  de  o 
avec  V approximation  donnée  à  V avance  3c. 

^5.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  fonction 
/"(cp)  était  continue  de  o  à  stc  et  admettait  la  période  27:.  Soit  main- 
tenant/(cp)  une  fonction  déterminée  et  continue  dans  un  inter- 
valle (a,  p)  moindre  que  271;  on  pourra,  sur  la  portion  de  la  cir- 
conférence de  rayon  un  où  la  fonction /('i))  n'est  pas  déterminée, 
prendre  une  fonction  continue  quelconque  se  raccordant  avec  la 
première  en  a  et  [3.  A  la  fonction  qui  se  trouve  ainsi  déterminée 
sur  toute  la  circonférence,  on  peut  appliquer  les  considérations 
précédentes,  et  notre  fonction  /"('f  ),  déterminée  entre  a  et  Jj,  se 
trouve  alors  représentée  par  la  ^\nlQ  fimie  de  Fourier 

F(cp)  =  Ao-T-  Al  coscp  -f-  Bi  sincp  -h.  .  .-i-  km  cosmcp  -+-  B^^^  sin/«cp, 

avec  une  approximation  supérieure  à  une  quantité   donnée  à  l'a- 
vance, pour  toute  valeur  de  -j  entre  a  et  [S. 

De  ce  théorème  nous  pouvons  conclure   une  proposition  inté- 
ressante  démontrée  par  M.  Weierstrass,  qui  y  est  arrivé  par  des 
P.  -^  I.  17 
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considérations  entièrement  différentes  (^).  La  fonction  F(cp)  peut 
être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 

de  cp 

F(cp)  =  ao+  aicp  -^-.  .  .-t-  a/iO«  4-.  .  ., 

puisque  chaque  terme  de  F(cp)  est  susceptible  d'un  tel  développe- 
ment. La  série  précédente  est  uniformément  convergente  dans  l'in- 
tervalle (a,  1^);  on  peut  donc  prendre  n  assez  grand  pour  que,  en 

posant 

P  ( o  )  =  ao -i- ai  cp -h .  .  . -T- a/,  cp", 

on  ait,  quel  que  soit  cp,  entre  a  et  p, 

|F(cp)-P(cp)|<  ^, 

et,  par  conséquent,  d'après  l'inégalité  analogue  du  paragraphe 
précédent, 

l/(cp)-P(cp)I  <4s. 

Ainsi,  £  étant  donné  à  V  avance,  on  peut  représenter  la  fonc- 
tion f{':i),  continue  dans  V  intervalle  (a,  [i),  à  V  aide  d'un  poly- 
nôme P('f  ),  avec  V approximation  donnée  à  V avance  l\z. 

De  ce  théorème,  M.  Weierstrass  a  déduit  une  proposition  extrê- 
mement remarquable  et  qui  permet  de  donner  une  représentation 
analytique,  sous  forme  de  développement  en  série,  d'une  fonc- 
tion quelconque  f(x)  de  la  variable  réelle  x  continue  dans  un 
intervalle  (a,  P). 

Soit,  en  effet, 

El,       £2?        '  '  '  1       '^111        •  '  • 

une  suite  de  quantités  positives  décroissantes,  formant  une  série 
convergente.  On  peut  alors,  conformément  à  ce  qui'précède,  dé- 
terminer une  suite  de  polynômes 


(')  Voir  dans  le  Journal  de  Mathématiques,  1886,  un  Mémoire  de  M.  Weier- 
strass, traduit  par  M.  Laugel  {Sur  la  possibilité  d'une  représentation  analy- 
tique des  fonctions  dites  arbitraires  d'une  variable  réelle),  et  ma  Note  Sur  la 
représentation  approchée  des  fonctions  {Comptes  rendus,  t.  CXII;  1S91). 
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tels  que,  pour  /i  =  j ,  2,   .  .  .  ,  on  ait 

pour  toute  valeur  de  x  entre  a  et  (3.  Or  posons 

on  aura 

Par  conséquent 

/(^)=--/o(^)-t-/l(^)-^...-4-y«(.^^)-f■r^„, 
avec 

I  ■^i«  I   <  2:/z+.i. 

La  série 

M^)  +/i(-2^)  -i-- .  •+/«(a7)  +  . . . , 

dont  les  termes  sont  des  polj^nômes  en  x,  sera  donc  convergente 
et  représentera /(^).  Nous  ne  nous  sommes  servi  jusqu'ici  que  de 
ce  que  lim£„=  o.  Démontrons  maintenant,  sous  la  condition  in- 

diquée  pour  les  £,  que  la  série  précédente  est  absolument  conver- 
gente, c'est-à-dire  que  la  série 

l/o(^)l  +  l/i(^)l+...+  IA(^)l+... 

est  convergente.  On  a 

|/(^)   —  P„+l(^)    i     <     £„+,, 

donc 

|P«-l-l(^)-P„(^)|    =    \MX)\    <£,,+  £„+,. 

Or  la  série  de  terme  général  (s,,  -f- £^^^^)  étant  convergente,  l'as- 
sertion est  établie  et  il  en  résulte  aussi  qu'elle  est  uniformément 
convergente. 

En  définitive,  nous  pouvons  représenter  f{x)  par  la  série  de 
polynômes 

Moo)  -f-/i(^)  +. .  .-i-/„(^)  +  . . . , 

absolument  et    uniformément   convergente  dans  Vintervalle 

11  est  clair  que  cette  représentation  pourra  être  faite  d'une  infi- 
nité de  façons. 
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26.  Les  considérations  que  nous  venons  de  développer  peuvent 
s'étendre  à  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 
Nous  nous  bornerons  au  cas  de  deux  variables.  En  étudiant  l'é- 
quation AV  =  o  à  trois  termes,  nous  avons  rencontré  une  inté- 
grale tout  à  fait  analogue  à  celle  de  Poisson,  et  à  laquelle  nous 
pouvons  étendre  les  considérations  précédentes.  Reprenons  donc 
l'intégrale  (Ghap.  VI,  §  7) 

~'^'  /(O',  'V)smO'  d^'  d'Y, 


^  '        (I  — 2rcosY-f-  /•2)2 


où  nous  supposons  que /(B',  <}')  représente  une  fonction  continue, 
et  que  cosy  a  pour  expression 

cosY  =  cosO  cosO'-f  sinO  sinO'  cos (<];'—  ^). 

I  est  une  fonction  de  r,  0  et  ^.  Nous  allons  développer  cette  fonc- 
tion suivant  les  puissances  croissantes  de  r,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  l'intégrale  de  Poisson  ;  mais,  auparavant,  il  nous  faut  faire 
quelques  remarques  sur  le  développement  de  l'expression 


y/i  —  ir  cos  Y  -T-  /■- 


Cette  fonction  peut  être  développée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  r.  Ce  développement  est  convergent  pour  r  <  i  ;  on  a  en 

effet 

I  — 2rcosY4-/'2  =  (i_,'ey/)(i  _  re-T'). 

Chacune  des  expressions 


et 


>J\—reV  \l\  —  re-V 

peut  être  développée  suivant  les  puissances  de  i\  pour  /•  <  i .  On  a 
ainsi,  d'après  la  formule  du  binôme, 


(i_  rey^)    2  =  i4_  _  re^-i  +  ^  r2e2^Y- 


k3 

2.4 


_i  I  1.3 

d  —  re-Y^')    2  :=,!_!_  _re-'TH r2e--2'ï-4-. . .  , 

^  '  1  2.4 
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et,  par  suite,  en  posant 

=  PoH-Pir4-...+  P„r"4-..., 


VI  —  ir  cosY  -H  r''- 
on  aura 

^  1.3. .  .(2  71  —  i)      .         ]    1.3...  (an  — 3)    ,     „,. 

i.[\.  .  .111  1    1.^.  .  .{'in  —  1) 

1.3    i.3...(9.n  —  5)    ,      ,,.  i.3...(2/î— i) 

2  .  4     2  .  4  .  .  .  (  2  /2  —  4  )  2  .  4  ...  2  Al 

On  voit  que  P,^,  qui  est  nécessairement  réel,  sera  un  polynôme  de 
degré  n  en  cosy  -,  aussi  le  désignerons-nous  par  P//(cosy).  D'après 
la  forme  précédente,  P„(cosy)  atteint  sa  plus  grande  valeur  pour 
y  ==  o  ;  or,  pour  cosy  =  i ,  on  a  P,;  =  i ,  comme  le  montre  le  déve- 
loppement de 

I  _       r 

\/\  —  ij-^r^         1  — /■ 

Nous  avons  donc  l'inégalité  suivante,  dont  nous  aurons  à  faire 
usage  dans  un  moment, 

I  P«(cosy)  1  ^i. 

Ceci  posé,  du  développement  valable,  pour  /•  <[  i , 

_  ^  p^_|_  Pj(cosY).r  +  .  ..-4-  P„(cosy).v'«h-.  . ., 

y  V  —  ir  cosy  -h  r^ 

nous  déduisons,  en  dérivant  par  rapport  à  /■, 


— :;  =  Pl(COSY)-f-..  .4-  /lP„(COSY). ;'«-!  +  .. ., 

(i  — 2r  COSY  H- /'2)^ 

et,  par  suite, 

^  =  Po  4- 3  Pi  (cosy). /'+•...  4- (2n  4-  i)P«(cosy)./^"-t-..., 

(1  —  2/- cosy  -r-  r'^y 

et  cette  série  peut  être  considérée  comme  une  série  en  9'  et  ^' 
uniformément  convergente.  Par  suite,  en  substituant  dans  l'inté- 
grale I,  il  vient 

"^ 'in-A- 1      r^  r^^ 

1=  y-T^z-''"  /       /        P«(cosY)./(6',^')sinfy^6'^<^', 
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développement  dans  lequel  le  coeificient  de  /"  est  une  fonction 
entière  et  de  degré  n  en  cosB,  sin9cos'i>  et  sinQsin(]>.  Désignant 
par  (2/1  +  i)Y/;  ce  coefficient,  nous  écrirons 


I  =  2  (2n-M).Y,,.r", 

et  l'on  a,    d'après   ce   que  nous    venons   de   dire    relativement    à 

|P.(cosY)|, 

I  Y„  1  <  g, 

en  désignant  par  g  une  limite  supérieure  de  |/(Q',  'V)  |. 

527.  Après  ces  préliminaires,  nous  avons  peu  de  choses  à  faire 
pour  démontrer  qu'une  fonction  y*(9,  6),  continue  sur  la  sphère  de 
rajon  un,  peut  être  représentée,  avec  l'approximation  £,  par  une 

suite  limitée 

^o-T-  Yj  H-. . . -i-  Y^„, 

où  l'on  désigne  d'une  manière  générale  par  Y^  "n  polynôme  de 
degré  m  en  cos9,  sinQ  cos'i>  et  sinB  sin']>.  On  a  en  effet  le  dévelop- 
pement 

/?  ^=  00 

11=0 

En  se  reportant  à  l'étude  que  nous  a^vons  faite  (loc.  cit.)  de 
l'intégrale  I,  on  verra,  comme  pour  le  cas  d'une  fonction  d'une 
seule  variable,  que  l'on  peut  choisir  r,  <C  i ,  tel  que  la  série 

n  =  0 

diffère  de/(8,  'i>),  quels  ([ue  soient  B  et  'l,  de  moins  de  £.  D'autre 
part,  la  série  précédente  est  uniformément  convergente,  puisque 
\Y,i\<^g  ei  que  la  série 

2(2/1+1)/-'/ 

est  convergente.  En  prenant  donc  un  nombre  suffisamment  grand  m 
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de  termes  pour  que  le  reste  de  cette  dernière  série  soit  moindre 
c[ue  £,  nous  aurons  la  suite  finie 


{211 -\-i)Y  nr'l, 


:0 


f[ui  différera  de  /(8,  'b)  de  moins  de  2£.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

Les  conséquences  sont  évidemment  les  mêmes  que  plus  haut. 
Si  la  fonction /(Q,  «i;),  au  lieu  d'être  déterminée  sur  toute  la  sphère 
de  rayon  un,  n'est  déterminée  que  sur  une  partie,  on  complétera 
cette  détermination  sur  le  reste  de  la  sphère  d'une  manière  arbi- 
traire, en  respectant  seulement  la  continuité,  et  la  conclusion  rela- 
tive à  la  représentation  approchée  de  la  fonction  subsistera. 

De  la  même  manière,  en  développant  cosB,  sinô  cos'i;  et 
sinBsin'-!;,  suivant  les  puissances  de  Q  et  à,  nous  aurons  une  re- 
présentation approchée  (à  moins  de  s)  de  la  fonction  à  l'aide 
d'un  polynôme  en  9  et  ^.  D'où  nous  conclurons  enOn  le  théorème 
suivant  : 

Toute  fonction  f{x^  y)  des  deux  variables  réelles  x  ety^  con- 
tinue dans  une  aire  A,  peut  être  développée  en  une  série 

j\{x,  y)  -^  f^{x, y)  -\- . . .  —  fn{x, y)  -\- . .  . , 
les  termes  de  cette  série  étant  des  polynômes  en  x  et  y. 


CHAPITRE  X. 

SÉRIES  MULTIE^LES. 


I.  —  Généralités  sur  les  séries  multiples.  Théorème  de  Cauchy. 

1.  Les  développements  en  séries  que  nous  avons  considérés 
dans  les  deux  Chapitres  précédents  étaient  des  séries  simples^ 
c'est-à-dire  que  les  termes  dépendaient  d'un  seul  nombre  entier. 
On  a  souvent  à  considérer,  en  Analyse,  des  séries  multiples  dont 
le  terme  général  dépend  de  plusieurs  nombres  entiers  ;  ceux-ci 
peuvent  d'ailleurs  être  arbitraires  ou  satisfaire  à  certaines  rela- 
tions. Sans  nous  arrêter  longtemps  sur  ce  sujet,  nous  ferons  sur 
les  séries  à  double  entrée  quelques  remarques  générales,  qui 
s'étendront  d'elles-mêmes  aux  séries  d'un  degré  quelconque  de 
multiplicité. 

Une  série  double,  ou  à  double  entrée,  aura  son  terme  général 
Ujn^n  dépendant  de  deux  entiers  m  et  n  posidfs  ou  négatifs.  On 
peut  imaginer  les  points  (m,  n)  marqués  sur  un  plan,  en  les  rappor- 
tant à  deux  axes  de  coordonnées  ;  à  chaque  point  (m,  n)  on  as- 
sociera le  terme  correspondant  Um^n-  Nous  dirons  qu'une  série  à 
double  entrée  est  convergente  lorsque  la  somme  des  termes,  cor- 
respondant aux  points  enveloppés  par  une  courbe  de  forme  quel- 
conque, tend  vers  une  limite  déterminée,  quand  cette  courbe 
s'étend  à  l'infini  dans  tous  les  sens,  en  suivant  une  loi  arbitraire. 

Quelques  remarques  sont  immédiates.  Tout  d'abord,  si  une 
série  à  termes  positifs  est  convergente  pour  une  première  suite  de 
courbes,  s'étendant  à  l'infini  dans  tous  les  sens  suivant  une  cer- 
taine loi,  elle  l'est  aussi  pour  toute  autre  suite  de  courbes,  et  la 
limite  est  la  même.  On  peut  toujours,  en  effet,  imaginer  qu'une 
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courbe  de  la  seconde  suite  soit  comprise  entre  deux  courbes  de  la 
première,  et  la  remarque  est  évidente.  En  second  lieu,  étant 
donnée  une  série  à  double  entrée,  à  termes  positifs  ou  négatifs, 
lorsque  la  série  que  l'on  obtient,  en  remplaçant  chaque  terme  par 
sa  valeur  absolue,  est  convergente,  la  série  proposée  est  aussi  con- 
vergente ;  la  démonstration  est  la  même  que  dans  le  cas  des  séries 
simples.  Enfin,  si  les  termes  d'une  série  à  double  entrée  sont  ima- 
ginaires, la  série  sera  certainement  convergente  quand  la  série  des 
modules  de  ses  termes  sera  convergente. 

2.  Il  est  clair  qu'on  ne  peut  songer  à  indiquer  une  règle  géné- 
rale pour  décider  de  la  convergence  des  séries  doubles.  Le  théo- 
rème suivant,  généralisation  immédiate  du  théorème  de  Cauchy 
étudié  précédemment  (Ghap.  I,  §  17),  sera  souvent  d'une  ap- 
plication facile.  So\lf{œ^y)  une  fonction  toujours  positive  ;  on 
suppose  que,  pour  les  valeurs  de  x  ely,  correspondant  à  tout  point 
extérieur  à  une  courbe  fermée  C,  la  fonction /diminue  quand  la 
valeur  absolue  de  ce  et  la  valeur  absolue  de  y  augmentent,  et 
qu'enfin  elle  tend  vers  zéro  quand  les  valeurs  absolues  de  x  ou 
de  y  grandissent  indéfiniment.  Dans  ces  conditions,  la  série  à 
double  entrée  dont  le  terme  général  est 

/{m,  n) 

sera  convergente  ou  divergente  [quand  on  donnera  à  m  et  n 
toutes  les  valeurs  entières  possibles,  le  point  {m^  n)  étant  seule- 
ment extérieur  à  la  courbe  C],  suivant  que  Vintégrale  double 

(I)  Jjf{oc,y)dxdy, 

étendue  à  la  portion  du  plan  extérieur  à  C,  aura  ou  non  un 
sens. 

Pour  l'établir,  nous  n'avons  qu'à  considérer  l'intégrale  précé- 
dente comme  un  volume  V  limité  par  la  surface  z  =r/(^,  j^),  le 
plan  xy^  et  le  cylindre  ayant  G  pour  section  droite;  de  même  la 
série 


(^)  ^/(m, /i) 
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peut  élre  regardée  comme  représentant  une  somme  de  volumes 
de  parallélépipèdes  rectangles  ayant  pour  base  un  carré  de  côté 
égal  à  l'unité  et  pour  hauteur/(m,  Ji).  Si,  à  chaque  carré  dans  le 
plan,  l'on  fait  correspondre  celui  de  ses  sommets  (m,  ji)  pour 
lequel  x  et  y  ont  à  la  fois  la  plus  grande  valeur  absolue,  la 
somme  {'i)  ainsi  effectuée  sera  une  somme  de  parallélépipèdes 
intérieurs  au  volume  V;  la  série  (2)  sera  donc  convergente,  quand 
l'intégrale  (i)  aura  un  sens.  Au  contraire,  si,  à  chaque  carré,  on  fait 
correspondre  celui  de  ses  sommets  (m^  n),  pour  lequel  œ  el  y  ont 
à  la  fois  leur  moindre  valeur  absolue,  la  somme  (2)  sera  une 
somme  de  parallélépipèdes  extérieurs  au  volume  V  et,  par  suite, 
la  série  (2)  divergera  si  l'intégrale  (i)  est  infinie. 

3.    Prenons  comme  exemple  la  série  de  terme  général 

///  et  /i  recevant  toutes  les  valeurs  entières,  sauf  m  =z  n  =  o. 
Nous  pouvons  appliquer  le  théorème  de  Gauchj  :  il  faut  étudier 


'intégrale  double 


// 


dx  cl  Y 


{x'--r'y')^ 


([uand  on  l'étend  à  tout  le  plan,  sauf  à  une  région,  de  forme  d'ail- 
leurs quelconque,  comprenant  l'origine.  En  prenant  les  coordon- 
nées polaires  p  et  8,  cette  intégrale  devient 

r  r  ch  cm 

j  j   ^-T* 
Cette  intégrale  restera  finie,  0  croissant  indéfinimeni,  si 

Ainsi  la  série  double  de  terme  eénéral  , — 7-  sera  conver- 

gente  si  u.^  \ . 

D'une  manière  plus  générale,  soil 

ax'^  -^  1  h  xy  -f-  cy- 
une  forme  quadratique  définie  etpositive,  c'est-à-dire  où  h- —  ac<^o 
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et  a  >  o  ;  considérons  la  série  de  terme  général 


iam'--^-  •ibmn-\-  011-)^- 


[^>0, 


en  donnant  toujours  à  m  et  n  toutes  les  valeurs  entières  possibles, 
sauf  m  =z  n  =  o. 

Ce  cas  se  ramène  immédiatement  au  précédent,  car  Je  quotient 
positif 


•ibmn  -f-  cn'^ 


(jucls  que  soient  les  entiers  m  et  /z,  reste  toujours  compris  entre 
deux  limites  déterminées  différentes  de  zéro.  Ainsi,  k  étant  un 
nombre  fixe,  on  a 

et,  par  suite  la  série  proposée  aura  ses  termes  moindres  que  la 
série  de  terme  général 


et  sera  donc  convergente  si  a  est  supérieur  à  l'unité. 

4.  On  peut  facilement  généraliser  le  théorème  de  Caucliy.  Si  la 
fonction  f{oc^y^  z)  est  toujours  positive  et  que,  pour  tout  point 
.r,  y,  z  extérieur  à  une  surface  fermée  S,  cette  fonction  diminue 
quand  la  valeur  absolue  de  x^  àe  y  ou  de  z  va  en  augmentant,  et 
qu'enfin  elle  tende  vers  zéro  quand  les  valeurs  absolues  de  x^  y 
ou  z  grandissent  indéfiniment,  la  série  triple 

^   /(m,  n,  p), 

m,  n,  p 

étendue  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  de  m, 
n  etyp,  extérieures  à  la  surface  S,  convergera  ou  divergera  suivant 
que  l'intégrale  triple 


/// 


f{x,  y,  z)dxdydz 


étendue  à  tout  l'espace,  moins   le  volume  limité  par  S,   aura  ou 
non  un  sens. 
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En  particulier,  la  série  triple  de  terme  général 

/  „  o  , r~, 5TTT         (en  laissant  de  côté  /??  =;?=/?  =  o) 

sera  convergente  si 

2  ;ji  >  3 , 

comme  on  le  voit  en  transformant  l'intégrale  correspondante  par 
l'emploi  des  coordonnées  polaires. 

D'une  manière  plus  générale,  si  o{œ,y,  z)  désigne  une  forme 
quadratique  ternaire,  toujours  positive  (sauf  pour  œ  =  r  =:  z  =  o, 
système  pour  lequel  elle  s'annule),  la  série  de  terme  général 


['-p(m,    7l,p)\V- 


,  '  3 

sera  convergente  si  [jl  est  supérieur  à  -  • 

On  peut  enfin,  d'une  manière  tout   à  fait  générale,  considérer 
une  série  d'ordre  p.  La  série  de  terme  général 


(  m"f  -4-  /?i|  H-  .  .  .  4-  m],  )!J- 

OÙ  l'on  exclut  seulement  ;?z,  =  m-.  =  .  .  .=  inp=^  o,  sera  conver- 
gente si 

En  effet,  d'après  le  théorème  de  Caucliy,  il  faut  étudier  l'inté- 
grale multiple 

dxx  dx^_ .  .  .  dxp 

{x\  -f-  ir|  ~ .  .  .  —  x'\, )H- 


/i 


quand  le  champ  d'intégration  grandit  indéfiniment  dans  tous  les 
sens.  Or,  si  l'on  pose 

x^  —  p  sinOy,_i  sinO/,_2 sin  O2  cosOi, 

a?.)  =  p  sin  0/;_i  sinO/,_2 sin  0-2  sin  Oi, 

iTs  =  p  sin  Op_i sin  O3  cos  O2 , 


^/,  =  pcosO;;_i, 

qui  donne  une  transformation  en  coordonnées  polaires  dans  l'es- 
pace à/>  dimensions  {^x^ ,  ^^^  •  •  • ,  ^p),  on  voit  que  dx^  dx _,  ...  dxp^ 
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après  la  transformation,  aura  en  facteur  o^~';  or 

*Xj  T  — r~  OC  .5  "i~  •  •  .  ""I      00  7y  —   p  "*  . 

la  partie  de  l'élément  relative  à  o  sera  donc  — — ^ 

^  k  p2(X-/>-Hl 

L'intégrale,  pour  p  infini,  restera  donc  finie  si 
2  ;j.  —  /?  -f- 1  >  1         ou         2  [Ji.  > /?. 

On  en  conclura  que,  dans  les  mêmes  conditions,  la  forme  qua- 
dratique/(^i,  ^o,  .  .  .,  Xp)  étant  définie  et  positive,  la  série  mul- 
tiple de  terme  général 


sera  convergente. 

5.  Le  résultat  précédent  peut  être  généralisé  de  la  manière  sui- 
vante, que  j'emprunte  au  Cours  cV Analyse  de  M.  Jordan  (t.  P"", 
p.  i63).  Soit 

un  polynôme  de  degré  2/z  en  x^,  Xo,    •..,  Xp\   on  suppose   que 
l'ensemble  des  termes  homogènes  de  degré  2/z  dans  ce  polynôme 
ne  puisse  s'annuler  que  pour  ^,  =  ^2  =  •  •  •  =  ^/7  =  o. 
Remarquons  d'abord  que,  dans  ces  conditions,  l'équation 

(3)  F(/^îi,  /^i2,    .  •.,  ^n,,)  =  0, 

où  les  m  représentent  des  nombres  entiers,  n'aura  qu'un  nombre 
limité  de  solutions,  car,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  les  termes  du 
plus  haut  degré,  les  valeurs  de  x^,  x^_,  .  .  .,  Xp  satisfaisant  à  l'é- 
quation 

F(^i,  x^^   ..  .  ,  Xf,)  =  o 

doivent  rester  finies. 

Ceci  posé,  considérons  la  série  multiple 


[F(mi,  ^2,  ..  .,  n^^,)\^h 


étendue  à  toutes  les  valeurs  entières,   positives  ou  négatives,  de 
/?ï<,  mo,  .  .  .,  rrip^  sauf,  s'il  en  existe,  aux  systèmes  de  valeurs  en 


270       ÉQUATION  DE  LAPLACK.  —  DÉVELOPPEMENTS  E\  SÉRIES. 

nombre  limité  satisfaisant  à  l'équation  (3).  Le  rapport 
F  (  /??  I ,  /;?.,,  .  .  .  ,  m  p  ) 

restera  manifestement  entre  deux  limites  déterminées,  quelles  que 
soient  les  valeurs  entières  de  /??,,  m.^,  .  .  . ,  nip^  sauf 

nix  =  nii  =  .  .  .  =  nip  —  o. 

Donc,  en  désignant  par  k  une  constante  convenable,  les  va- 
leurs absolues  des  termes  de  la  série  sont  moindres  que  les  termes 
de  la  série  suivante 


H. 


H'(  m  \  -T-  m  I  -T  .  . ,  4-  m],  )"  V- 
Elle  sera  donc  convergente  si 

'1  n  [x  >  j) , 
et  cette  règle  sera  d'une  application  facile. 

II.  —  Quelques  applications 

6.  Un  exemple  très  général  de  série  multiple  nous  est  fourni 
par  le  développement  en  série  trigonométrique  d'une  fonction  de 
deux  variables.  Soit/(^,  jk)  une  fonction  continue  des  deux  va- 
riables X  cl  y  et  telle  que 

/(;r  +  27r,  y)  =/(^,  y),         f{oc ,  y-\-iT.)=f{x,  y). 

On  peut  développer  cette  fonction  en  une  série  double  trigono- 
métrique. Pour  éviter  toute  discussion,  nous  supposerons  que  la 
fonction  ait  des  dérivées  partielles  des  quatre  premiers  ordres 
elles-mêmes  continues  et  périodiques.  En  considérant  /  comme 
fonction  de  x^  nous  aurons  le  développement 

in=z<xi  ' 

fi^x^  j)  =  --  -h  V  {a„i  cosmx  -+-  b,n  sin  mx)\ 

in  —  \ 

dans  lequel 

a,n  =  -    1      f{x, y)  cos ma:  dx,        ^/«  =  -    /       f{x,  y)smmx  dx. 
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cini  et  bm  sont  des  fonctions  continues  de  y,  admettant  la  période 
271  :  elles  pourront  être  développées  en  séries  trii^onométricpies,  et 
l'on  aura 

a,n  =  — ^  2^{^n,m  COS  ?iy  -^  '^n,m  SI  II  /ly  ), 


OU 

,.2TC 


'^/1,/n  =  -   I       a „t  cos ny  dy  =  —    1         j       /{ce,  y)  cosmx  cos /y  dx  dy  ^ 

I  r'""  I   r'""  r'"" . 

l^«,w  =  -  /        a, „  si n  ny  dy  =  --^    1         I       J {x ,  y)  cosinx  s'm  ny  dx  dy . 

On  développpera  de  la  même  manière  bm  en  série  trigonomé- 
trique  avec  les  coefficients  a[^  ^^  et  p^',  ,^^. 

Nous  obtenons  donc  une  série  double  trigonométrique,  mais  les 
termes  sont  groupés  d'une  manière  déterminée.  Peut-on  les  dis- 
poser d'une  manière  quelconque?  Pour  s'assurer  que  l'ordre  des 
termes  est  arbitraire,  sous  les  hypothèses  faites,  nous  n'avons  qu'à 
chercher  l'ordre  de  c(.,i^m  et  Pn,m  par  rapport  à  n  et  à  m.  Or,  en  in- 
tégrant successivement  par  parties,  et  tenant  compte  de  la  pério- 
dicité de/et  de  ses  dérivées,  on  a 

«/;,;»  =       ,     .     ,     /  /  .    ,  •      ,  COS  f7lX  COS  /If  dx  dy, 

et  on  a  une  expression  analogue  pour  ^u^rfn  ^',i  ,m  P,',  „r  Les  coeffi- 
cients de 

COS  ma?  COS /zj-,     cosma?  sin /i/,     sinm^coswj^,     sinma?  sin/i/, 


sont  donc  de  l'ordre  de  — r — ~  (  pour  n  ■=  o,  — ^ — -  est  à  remplacer 
par  — -  )•  Or  la  série  double  de  terme  général  — r— -  est  évidemment 

convergente;  on  aura  donc^  sous  les  conditions  indiquées,  le  déve- 
loppement absolument  et  uniformément  convergent 

/(a?,  y)  =-2,    ^  (      ^n,m  COS mx  cos  ny  -h  '^n,m  cosmx  s'm ny 

7«  1^  0    n  =  0 

-i-x',i,m  sin  mx  COS  ny  -r-  ^'/i,m  sin  mx  s'm  ny). 
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7.  Comme  application  particulière,  je  considère  la  série  double 

XZjT ', TT7,       (;j.  entier  positif); 

z  est  une  quantité  imaginaire  quelconque,  ainsi  que  w  et  to';  le 
rapport  -  n  est  pas  réel.  Les  points  représentés  par  les  quantités 
imaginaires 

forment,  dans  le  plan,  les  sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes 
qui  couvre  entièrement  le  plan;  nous  supposerons  que  :;  ne  coïn- 
cide avec  aucun  de  ces  sommets.  Nous  allons  montrer  que  la  série 
précédente  est  convergente  si  [jl  est  supérieur  à  deux. 
Soient 

z=x-hif,         w  =  a  -f-  Ifj,         oj'  =  Y  -f-  io,         (olo  —  '^y  ^  o). 

La  série  des  modules  des  termes  sera 


M; 

[(t -h  m  OC -h  n  Y  )'-  +  (  j^  -^  /«  {:i  -{-  /i  0  )"■■  ]  2 


Or,  d'après  le  théorème  du  §  o,  cette  série  sera  convergente  si 
a>2.  Ce  théorème  est,  en  effet,  applicable;  car,  dans  le  poly- 
nôme 

F(m,  n)  =  {x  -\-  mi-\-  n-^)--^  (y  -{-  m'a  -f-  no)^, 

l'ensemble  des  termes  du  second  degré 

(my.  -^  Il  Y  )-  -+-  (  m  [i  h-  /i  0  )2 

ne  peut  s'annuler  que  pour  m  =  n  =z  o. 

La  fonction  f{z-)  de  la  variable  complexe  ^,  définie  par  la  série 
précédente, 

«Z  =  -H  00    rt  ^  -I-  00 
??!  :zz  —  00    n^  —  00 

joue,  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  un  rôle  très  impor- 
tant; elle  ne  change  pas,  en  effet,  quand  on  remplace  z  par  z  -\-  io 
et  par  z  H-  oj'.  Nous  aurons  l'occasion  d'y  revenir. 
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8.  Ce  sont  des  séries  simples  qui  donnent  le  plus  facilement  des 
exemples  de  fonctions  doublement  périodiques,  c'est-à-dire  restant 
invariables  quand  on  remplace  la  variable  œ  par  x  -]-  lû  et  par 
X  -T-  Cl)'.  Soit,  par  exemple,  la  série 

(4)  /(.)=    2    _____  (co'=a.O: 

m.=:  —  00 

pour  toute  valeur  de  x,  qui  n'est  pas  de  la  forme 

^  =  —  mui  -t-  {-in  -^  i)t.I        (m  et  /i  entiers), 

cette  série  sera  convergente;  on  suppose  que  la  partie  réelle  de  to 
n'est  pas  nulle. 

Ou  peut  former  des  séries  de  deux  variables  x  et  y  possédant 
quatre  couples  de  périodes,  et,  quoiqu'elles  présentent  beaucoup 
moins  d'intérêt  que  la  précédente,  je  m'y  arrêterai  un  moment  (^). 
Soient  a,  P,  c/J ,  Pj'  quatre  quantités  réelles  (yS^' ~  yj  p  ^  o)  ;  for- 
mons la  série  à  double  entrée 

m  =  -i-x  /i-  -i-x 


(3)         n  2 


(l  -i-  e^H-/«a+/^[i)2    (^,  _|_  Qy-^m!x'-hn^'  Y 


et  cherclions  si  elle  est  convergente.  Posons 

u  =  e^,         p  =  eJ,         a  =^  e'J-,         h  =  e'^,         a'  =  e'^',         b'  =  eP'; 
la  série  deviendra 

Je  dis  qu'elle  est  convergente  pour  toute  valeur  de  u  et  c^,  à 
V exception  des  valeurs  réelles  et  négatives. 

Considérons  d'abord  la  série  pour  u^==.v  =.\.  Nous  avons 

ç  ^         a^'b"-  a''>tb''^ 

jid  {i -r- a"i b'i  y^  (I  --  a'"'b''^y^' 

c'est  une  série  à  termes  positifs;  montrons  qu'elle  est  convergente. 


(')  E.  Picard,  Sur  certaines  expressions  quadrujjle nient  périodiques  {Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  1889,) 

P.-    I.  i8 
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Je  considère  le  quotient 


(i-i-  e-^-jS 


cette  expression  ne  change  pas  quand  on  change  ^  en  —  ;r  ;  on  a 
donc,  X  étant  positif, 


Donc,  pour  x  de  signe  quelconque,  nous  pouvons  écrire 


qX 


et  par  suite 

a'iibn               a"'b''i  ,  ,.,    ,      ,      OM 

. .  <^  g- |//îa4-«[3|— !wa  -f-«p'! 

(i -^  «'"/>«)-   (l^«''"^''0^ 
Mais,  ^  et  j^  désignant  deux  nombres  positifs,  on  a 


Comme,  d'autre  part,  pour  x  positif  et  suffisamment  grand. 


r 

e-x  ^  ^ 


a  étant  un  entier  positif  qui  peut  être  pris  arbitrairement,  il  en 
résulte  que 

I 

p-  X-  y  ^    .  • 

et,    enfin,    nous  voyons  que   le.  terme  général   de   notre   série   esl 

moindre  que 

I 

[(  m  a  -i-  /i  [i  )2  -^  (  m  a'  -\-  n  [i'  f  J  V-  ' 

l^a  série  (6)  sera  donc  une  série  convergente. 

Donnons  maintenant  à  u  et  ç  des  valeurs  quelconques  j)ourvu 
(ju'elles  ne  soient  pas  réelles  et  négatives;  en  changeant /?^  en  —  îh 
et  n  en  —  /^,  nous  pouvons  écrire  le  terme  général  de  notre  série 
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SOUS  la  forme 

r  le  module  du  quotient  ^^_^^„^^^^  représente  le  rapport  des  dis- 
tances des  points  i  et  z^  au  point  —  a"'b"^  c'est-à-dire  à  un  point 
situé  sur  la  partie  négative  de  l'axe  réel.  Ce  rapport  restera  donc 

compris  entre  deux  hmrtesfmies;  il  en  sera  de  même  pour—— — —  • 

Par  suite,  la  série  (5)  sera  absolument  convergente,  sauf  pour  les 
valeurs  de   (?^  et  er  réelles  et  négatives,   c'est-à-dire,   en    posant 

x  =  x^-^  ix",    y  =y-^  ly",  quand 

x"=  {'ik^i)T^\        /'=  (•2A'+i)7r<        (/:  et  /:' entiers). 
L'expression  (5)  ne  change  pas  quand  on  remplace 

X  par  iP  +  2  7rt, 
y  par  y  4-  2 Tri, 

et,  d'une  part,  simultanément, 

X  par  X  -^  ce.     et    j  par  jk  H-  a'; 


d'autre  part, 


X  par  X  -4-  p     et    y  par  y  4-  f> 


C'est  donc  une  expression  quadruplement  périodique  ;  la  pré- 
sence des  valeurs  de  x  et  de  y,  pour  lesquelles  l'expression  n'a 
aucun  sens,  ne  nous  permet  j)as  de  la  regarder  comme  une  fonc- 
tion de  X  et  j,  dont  on  puisse  suivre  toujours  d'une  manière  con- 
tinue la  valeur  entre  deux  systèmes  {x^,  y^)  et  {x^^yo)- 

9.  L'expression  précédente  va  nous  fournir  un  exemple  de  dé- 
veloppement en  série  trigonométrique  ;  changeons  seulement  un 
peu  les  notations.  Je  considère  la  série 


S(^,y)=    ^       2 


^a(:r+/«w)+p(.r+«w')  ga'(j:+/na))-t-[:i'(.r-f-«a)') 


w,  w',  a,  a',  j^  et  (^'  étant  toujours  réels,  et  ol'^J  —  aJ ^  différent  de 
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zéro.  11  est  clair  que  cette  expression  ne  difïère  de  celle  que  nous 
avons  considérée  plus  haut  qu'en  ce  qu'une  substitution  linéaire  a 
été  eOectuée  sur  les  variables.  Le  Tableau  des  périodes  est,  pour 
l'expression  précédente, 


X 

y 

0 

o 
tu' 

G'i 

H'f 

G,  G',  H  et  H'  sont  définies  })ar  les  deux  systèmes  d'écjuations 

aG  ^PG'  =^=27:,         aH  h-^II'  =0; 
a'G-r-|B'G'=o,  a'H-+-P'H'=27r. 

L'expression  n'a  aucun  sens  pour  les  valeurs  correspondant 
d'une  part  à 

d'autre  part  à 

a';r"-hpy'=  (2/1-4-1)77, 

en  posant  toujours 

X  ^=  x'  -\-  ix" ,  y  :=  y'  -+-  iy" . 

La  fonction  é'{x^y)  est  doilc  déterminée,  en  ])articulier,  pour 
toute  valeur  réelle  de  x  et  jk,  et  elle  admet  les  périodes  co  et  ^^y' . 
iNous  pouvons  donc  la  développer  en  série  trigonométrique;  ce 
sont  les  coefficients  de  ce  développement  que  nous  alljons  chercher. 

10.  Avant  de  prendre  le  cas  de  deux  variables,  je  traiterai  le  cas 
d'une  seule  variable,  c'est-à-dire  du  développement  de  f{x)  du  §  8, 


/(-)=  H  77 


^x+miù 


(1+  e^-^/"Wj2' 


étant  réel. 
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La  fonction y(:r)  étant  paire,  nous  aurons  ( 


77 


Calculons  les  coefficients  A^  :  on  aura 


1 


cjue  l'on  transforme  de  suite  en 

.  -2     r^""        e-^  ipr.x  j         4     r=°        e^  'ipTzx  , 

11  nous  faut  calculer  l'intégrale  précédente.  En  posant  ^-^  =  «, 
nous  avons  l'intégrale 

/       , —  cosax  dx 

qui,  en  intégrant  par  parties,  peut  s'écrire 

I             /**    sïnax     - 
al — -  dx  ; 


niais 


donc 


Jo  1 


sinaxdx  a 


a 


4-  e^  I  —  «2  22  +  «2 

/i^+a2        ^       ^     /        I-+- 


sinax  dx. 


(')  Dans  la  théorie  des  séries  trigonométriques,  nous  avons  supposé  la  l'onc- 
tion/(^)  définie  dans  l'intervalle  (o,  2tz);  le  développement  en  série  procédait 
alors  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  nnultiples  de  x.  Si  la  fonction /(a;)  est  dé- 
finie dans  l'intervalle  (o^  0)),  le  développement  procédera    suivant  les   sinus    et 

cosinus  de  —~ — ,  comme  on  le  voit  de  suite  en  faisant  le  clianirement  do  variable 

2  IZX 
X   ~ , 

O) 

qui  transforme  l'intervalle  (o,  m)  en  l'intervalle  (o,  2-). 
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si  l'on  remarque  que 

.  /,  II-  -r-  a^ 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  le  reste 


f    - 


s'inax  clx 


tend  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment.  La  valeur  absolue 
de  cette  intégrale  est  moindre  en  effet  que 

r*  I 

/      e-(«+i)^  dx  ^ 

On  aura,  par  conséquent, 

«  =  00 
/ —cosax  dx  =  — h    >  (— i)"— , :,  • 

n  =  \ 

Or  on  a  l'identité 

n 

On  en  conclut 


n  =  \ 


^■rza 


Le  développement  cherché  est,  par  suite, 

où  Ion  a 

2p7r 
a  =  -^^ —  . 
co 


(')  CeUe  f<jrmulc  résulte  du  développement 

I         I  v^     r  — i)'" 

-^ —   -  -!-  2  2     > ^^ 

sin^       z  ^i  z^  —  m"K' 

m=\ 

(  loir,  par  exemple,  Briot  et  Bouquet,  Fondions  elliptiques,  p.  284.) 
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11.  Revenons  maintenant  à  la  fonction  de  deux  variables rf(x, y), 
pour  la  développer  en  série  trigonométrique.  Cette  fonction  satis- 
faisant à  la  relation 

son  développement  sera  évidemment  de  la  forme 

>    >  A  ,,  ,,  cos  — cos     ^   .'^    H-  B,;  „  Pin  — sin  — ^— ,—  • 

Calculons  d'abord  A^^^.  On  a 

4        /        /        ^ ,         N         'ip-Tzx         ■ic/'K  y   , 
A /,  „  =:  ^,-    /        /       ^{x,y)  cos  -^^ ■  cos         ,'    dx  cly 

qui  se  transforme  de  suite  en 

A                4       r^"    r"^"        e'^^+Pr                e'-^'-^^^'y               ipizx         iqizy   ,      , 
A„  .;  — ;     /  / — ■ — -- — - — -— —  eos  — ^ co's-^—j^^dxdy. 

Posons 


d'où  se  tirent 
En  posant 


y.x  ~  Pj^  —  II,         cl'x  4-  ^'y  =  ç, 
X  =  lu  -v  ixç,        y  =  \' Il  —  [x  V. 


-3' 


a 


A„.„== 


on  aura 


cow 


/  / cosa(\u-i- iJ.ç)  cos  b  (Vu -{-ix'v)  du  dç. 


ou 


ipTZ  j         iqv. 

a  =  ~ —  >  b  —  — ,-  • 


Remplaçons  maintenant 

2  cos  a  (À  U  -r-  {XV)  co?>b[\'  U  -j-  (JlV) 

par 

cos(rtX  4-  bV)u.cos{a  [x  -r-  b  ix')ç  —  sin(aX  -h  bV }u  sin(<2p.  --  b  ix')v 
H-  cos(«X  —  b'k')u.cos(aix  —  b  ix')ç  —  f^'inial —  bl' )  u  s'in  ( a  [x  —  b  {x' )  v . 
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La  partie  relative  aux  sinus  disparaît  clans  Fintégralion.  Il  reste 
une  somme  de  deux  intégrales  doul)les  ;  chacune  d'elles  est  un 
produit  de  deux  intégrales  simples  rentrant  dans  le  type  corres- 
pondant à  une  seule  variable.  Toute  réduction  l'aile,  on  a 

_  8 r    _A B__  •  A^  B^_  ] 


en  posant 
A 


«^^' 


a 


■2T.-  /  p  3'  (/OC 

A  —  —  -  '  ^  '      '    --- 


'3' 


to  co 


•.>.  7Ï- 

f       />^ 

r/a 

a,3'-a'^' 

\        w 

w' 

Le  second  coefficient  By;^,y  s'obtient  par  un  calcul  tout  sem- 
blable :  on  a  seulement,  entre  parenthèses,  une  différence  au  lieu 
d'une  somme.   On  trouve  ainsi 

.  ,  A  B  A'  B' 


^'''^  t,U,V(r,/A' r,'(A\      \  pk  p-K      ph 


a)w'(a^'  —  a'p  ) 

Tel  est  ce  développement  en  série  trigonométrique  :  il  pré- 
sente, comme  on  voit,  quelque  analogie  avec  le  développement 
en  série  trigonométrique  de  la  fonction  elliptique  considérée  plus 
haut  et  il  peut  être  regardé  comme  en  étant,  à  un  certain  point  de 
vue,  une  extension  au  cas  de  deux  variables. 

III.  —  Exemple  de  séries  multiples  où  les  entiers 
ne  sont  pas  arbitraires. 

12.  Dans  les  séries  multiples  dont  Jious  nous  sommes  occupé 
jusqu'ici,  les  nombres  entiers,  dont  dépendait  le  terin,o  général  de 
la  série,  étaient  arbitraires  et  prenaient  toutes  les  valeurs  entre  — oc 
et  ~h  ce.  11  en  sera  souvent  autrement;  je  vais  en  indiquer  un 
exemple  (').  Partons  de  la  forme  quadratique  ternaire 


(')    Voir  mon  Mémoire  :  Sur  une  classe  de  groupes  discontinus  de  substitu- 
tions linéaires  {Acta  math.,  l.  1). 
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Je  considère  les  substitutions  à  coefficients  entiers 

;^  =  M,U-+-PiV-4-R,\V, 
p  =  MoU-i-PoV  +  RoW, 
(v^M^U-^-PgV-f-R.W 

qui   transforment  la  forme   en   elle-même,   c'est-à-dire   telles  que 
l'on  ait  idenliqucment 

j^2_|_(;2_   ^i   ^   U2-i-  V2—  W2; 

on  aura  les  relations 


(7) 


Telles  sont  les  équations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  neuf 
entiers  (M,  P,  R).  En  tenant  compte  de  ces  relations,  les  formules 
de  substitution  se  résolvent  immédiatement  par  rapport  à  U,  V 
et  W  ;  on  trouve  ainsi 


Mf-I-M: 

^-Ml-i, 

1                       Pf-Ii 

-P|-r, 

]                Rf--Rl 
1  P1M1+P2M2  — 

PaMa^o, 

/  M1R1-4-M2R2- 

M3R3-0, 

1     PlRl-r-    P2R2-- 

P3R3-0. 

U  = 

Mi  w  H-  M2  c^  —  M3  w. 

v  = 

\\u-^  V,v  -  PstP, 

VV=:- 

-Rl/^-RoP-hRgU', 

d'où  l'on  conclut  que  le  système  (7)  est  entièrement  équivalent 
au  suivant 

/  IVq  +  Pf— Rf  =  i, 

I  M|-^P|-R|  =  i, 

^g^  )  Ml-P|--Rl=-i. 

MiMa-f-PiPa--  Ri  Ro  =  0, 

M2M3H-P2P3-    R2R3  =-0, 

M3Mi-t-P,Pi—  R3Rir=0. 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  entiers  (M,  P,  R)  satisfaisant  aux 
équations  (7)  ou  au  système  équivalent  (8). 

Cela  posé,  considérons  V ensemble  des  substitutions  effectuées 
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sur  les  variables  x  et  y 

Msx  +  P3  j^  +  R,  '  ~  Ma^  +  Piy  +  R3  * 

Ces  siibstitLitions  forment  iin  groupe  :  par  Jà  on  entend  que 
deux  substitutions  de  cette  forme,  faites  successivement,  donnent 
une  nouvelle  substitution  rentrant  dans  le  même  type  ;  c'est  là  un 
point  évident,  puisque  le  produit  de  deux  substitutions,  qui  trans- 
forment respectivement  une  forme  en  elle-même,  sera  une  substi- 
tution jouissant  nécessairement  de  la  même  propriété. 

Nous  allons  montrer  que  le  groupe  des  substitutions  S  est 
diseontinu  pour  les  points  {x,y)  situés  à  r  intérieur  du  cerele 

c'est-à-dire  qu'à  chaque  point  A  de  l'intérieur  de  ce  cercle  ne  cor- 
respond, par  les  substitutions  du  groupe,  que  le  point  A  lui-même 
dans  une  aire  suffisamment  petite  décrite  autour  de  ce  point. 

13.    Remarquons  d'abord  que,  de  l'identité 

U2  H-  V2  —  W2  =  Ïi2  _|_  p2  _  (^2^ 

on  déduit  de  suite 

11  en  résulte  qne,  si  le  point  (^,  j)  est  à  l'intérieur  du  cercle  F, 
il  en  sera  de  même  du  point  (X,  Y).  Observons  maintenant  qu'il 
ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  Jini  de  substitutions  du  groupe 
pour  lesquelles  |  R3  |  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée  ;  c'est 
ce  qui  résulte  des  écjuations  (7)  et  (8).  ]^'équation 


par  exemple,  montre  que  les  valeurs  absolues  de  M3  et  P^  sont 
limitées  en  fonction  de  |  R3  |,  et  les  trois  premières  équations  (7) 
apprennent  successivement  qu'il  en  est  de  même  de  M,,  P,,  R, 
etMo,  P.,  Ro. 

Montrons  encore,  et  c'est  là  le  point  essentiel,  que,  quand  la 
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valeur  absolue  de  I\;j  grandit  indéfinimeiiL,  le  point  (x,  y)  restant 
à  l'intérieur  du  cercle  F,  l'expression 

grandit  elle-même  indéfiniment.  On  a,  en  efi'et, 


et,  en  posant 


M3 


K;r^' 


on  aura 


£3 
H3 


M,  1^3      ' 


y\=y 


le  second  membre  étant  positif,  comme  nous  allons  le  montrer.  II 
peut,  en  effet,  s'écrire 

1    —  {\LX'  -^  VJk')^  . 

I  -h  ]xx'  -\-  vjk'     ' 
or,  puisque 


JJL^  -h  V'-i  ^i  I  , 


l'identité 


montre  que 

Il  en  résulte  que 


(  jUL  ^'  +  Vj'  )2  <  X"^  -h  7'-'. 

M,  P,      L     I  — ^'2-/ 


jt\3  ris       I 


et  de  l'inégalité 


lM3^  +  P37+R3l>|R^ 


x"-  —  y- 


se  conclut  de  suite  le  résultat  énoncé.  |  R3  |  étant  d'ailleurs  au 
moins  égal  à  l'unité,  le  dénominateur  Ms^ -4- P3JK -j- R3  ne  pourra 
s'annuler,  et,  par  suite,  la  substitution 


Ml  ^-+- Pi  y -h  Ri 
Mga^-f-  P3JK  +  R^ 


M.2a7-i-P2r-r-  R2 
M^^^TPsJk--^ 
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donne  toujours  une   valeur  déterminée  pour  X  et  Y,    quand  le 
point  (^,  y)  est  à  l'intérieur  du  cercle  T. 

14.    Ces  remarques   laites,    la  discontinuité  du   groupe   se   dé- 
montre immédiatement.  En  eflet,  la  relation 


£  . —  X2  -  -  Y2  = .  / T  -r2 v2  > 


montre  que 


X^-Y^<ï^ 


Rl(i-^^-j2)^ 


donc,  quand,  dans  la  suite  des  substitutions,  la  valeur  absolue 
de  R3  augmente  indéfiniment,  le  point  (X,  Y)  se  rapproche  indé- 
finiment de  la  circonférence  F.  Il  en  résulte  que  les  points  cor- 
respondants au  point  {jc^  y)  sont  nécessairement  distants  de  ce 
point  d'une  quantité  finie  ;  donc,  dans  une  région  suffisamment 
petite  autour  du  point  (^,  y)^  il  n'v  a,  en  dehors  de  ce  point 
lui-même,  aucun  point  cjui  lui  corresponde  par  les  substitutions 
du  groupe.  Celui-ci  est  discontinu. 

15.   Le  déterminant  de  la  substitution 

M2     P2     R2  j 

M3  P3  R3  ! 

est  nécessairement  égal  à  zb  i .  Nous  allons,  dans  la  suite,  consi- 
dérer uniquement  les  substitutions  pour  lesquelles  ce  déterminant 
est  égal  à  -f-  ]  •  elles  forment  un  sous-groupe  dans  le  groupe  gé- 
néral étudié  jusqu'ici.  ,.' 
Il  sera  utile  de  calculer  le  déterminant  fonctionnel 

D(X,  Y)  _  ^  ^ Y  _  ()X  ()Y  _ 
D(a?,  jk)        ôx   dy         dy   ôx  ' 

un  calcul  facile  donne 

D(X,Y)  I 


D(^,jK)     {m^x-'r-ï^.y-^-w.y 
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Ceci  posé,  nous  allons  établir  que  la  série  multiple 


^    \  M 3^70+  P3j'0+  H3  |3   ' 

étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe,  est  convergente,  le 
point  (^05  J'o)  étant  toujours  à  l'intérieur  du  cercle  Y. 

Pour  l'établir,  supposons  d'abord  le  point  [x^^y^)  tel  que  la 
substitution  unité  (c'est-à-dire  X  =  ^,  Y  ■=  y)  soit  la  seule  qui 
le  transforme  en  lui-même  :  c'est  ce  qui  arrive  évidemment  pour 
un  point  pris  arbitrairement.  Traçons  autour  du  point  {^x^^y^) 
une  petite  aire   ûo  ;  les    substitutions   du   groupe    transformeront 

cette  aire  en  une  suite  indéfinie  ù^^  Oo, Si  l'aire  Oq  est  assez 

petite,  les  aires  0  seront  toutes  extérieures  les  unes  aux  autres  et 
n'auront  pas  de  parties  communes  ;  c'est  là  une  conséquence  im- 
médiate de  la  discontinuité  du  groupe,  et  de  ce  que  le  point 
(•^OîjKo)  et,  par  suite  tous  les  points  de  ô^,  ne  peuvent  être  trans- 
formés en  eux-mêmes  que  par  la  substitution  unité.  La  sommç 
des  aires  S  est  évidemment  finie,  puisqu'elle  est  moindre  que 
Faire  du  cercle  Y;  or  cette  somme  est 

ffd\  d\ , 
étendue  à  toutes  les  aires  0. 


Mais  l'intégrale 


f  fdXdY, 


étendue  à  une  aire  ô   transformée   de   o,,   par  la  substitution  (S), 
peut  s'écrire 

dx  dy 


fÂ 


étendue  à  Oq.  La  somme  des  aires  0  peut  donc  se  mettre  sous  la 
forme 

la  somme V  étant  étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  et 
l'intégrale  double  à  l'aire  Oq.  Celle-ci  étant  arbitraire,  il  est  ma- 
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nifeste  que  l'intégrale  précédente  ne  pourra  avoir  une  valeur  finie 
que  si  la  série 

est  convergente.  Si  l'on  veut  préciser  davantage,  on  peut  remar- 
quer que,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 

_i A 

A  étant  une  quantité  positive,  dépendant  de  jr  et  j)',  mais  restant, 
quand  (.x,  y)  est  à  l'intérieur  d'une  aire  n'avant  pas  de  point  com- 
mun avec  la  circonférence  F,  comprise  entre  deux  limites //> ^^5, 
positives  et  différentes  de  zéro.  L'intégrale  précédente  s'écrit  alors 

Or,  comme  l'intégrale  double  est  finie  et  différente  de  zéro,  il 
faut  que 

étendue  à  toutes  les  suljstitulions  du  groupe,  soit  finie  (on  ne  doit 
pas  oublier  que,  dans  l'évaluation  de  la  somme  })récédente,  plu- 
sieurs termes  peuvent  correspondre  à  la  même  valeur  de  Rg).  De 
la  convergence  de  la  série  précédente,  il  résulte  bien  que  la  série 


converge  pour  tout  point  (^,  y)  à  l'intérieur  du  cercle  F,  non- 
seulement  pour  une  position  arbitraire  de  ce  point  dans  F,  mais 
même  quand  il  j  aura  plusieurs  substitutions  transformant  ce 
point  en  lui-même. 

16.  Le  résultat  précédent  permet  de  former  un  grand  noml)re 
de  séries  multiples  absolument  convergentes  et  représentant  des 
fonctions  remarquables  de  œ  et  y.  Soit  ll(^,r)  une  fonction 
rationnelle  de  x  el  y  restant  continue  à  l'intérieur  du  cercle  F, 
sauf  tout  au  plus  en  un  nombre  limité  de  points  ;  de  plus,  sur  la 
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circonférence    même    de    ce   cercle,    on    suppose    essentiellement 
qu'elle  reste  finie.  Telle  serait,  par  exemple,  la  fonction 


Telle  scBait  encore  la  fonction 


a  —  X  — y 


a  étant  une  quantité  positive  supérieure  ày/'2  (pour  que  la  droite 
a  —  X  — y  =  o  ne  coupe  pas  le  cercle  F). 
Formons  alors  la  série 

Zd      \  Al.,^  -r-  V;y  -i-  l\,  '  Ma^  -,-  i\y  -^  l\,  )  (  U,x -^  P,y  -+-  R37  ' 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  su])stitutions  du  groupe. 
La  fonction  R,  par  hypothèse,  ne  devient  discontinue  que  pour  un 
nomhre  limité  de  points^  considérons  l'ensemble  E  des  points  qui 
leur  correspondent  par  les  suhstitutions  du  groupe. 

Supposons  que  x  ne  soit  pas  un  point  de  cet  ensemble;  la  série 
précédente  sera  convergente,  car  la  valeur  absolue  de 

-^  /Mi^P  +  Pj/H- Ri     M,ir-+- P,v4-R, 


X  -\-  P3JK  -i~R:i  '   M3X  H-  PaJ^  -\-  R: 

restera  toujours  moindre  c[u'un  nombre  fixe;  et  de  ce  que  la  série 


\MsX-i~l\y^R, 


est  convergente,  on  conclut  de  suite  que  la  série  proposée  est  con- 
vergente. Si  (x,  y)  coïncidait  avec  un  point  de  l'ensemble  E,  il  y 
aurait  un  terme  ou  un  nombre  limité  de  termes  qui  deviendraient 
infinis  dans  la  série,  les  autres  formeraient  une  série  convergente. 
La  série  précédente  représente  une  fonction  F(x,y)  jouissant 
d'une  propriété  remarquable.  Supposons  qu'on  elfectue  sur  (^,  y) 
une  substitution  du  groupe 
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chaque  terme  de  la  nouvelle  série  devient  égal  à  un   terme  de  la 
première,  multiplié  par  le  dénominateur  des  formules  de  substitu- 
tion élevé  à  la  troisième  puissance. 
On  a  donc 


jaa^r-i-TTaj^-i- P3     [^3^  h- 7:37-4- p 3 


Ces  fonctions  sont  les  analogues  des  fonctions  d'une  variable, 
appelées  thétafuchsiennes  par  M.  Poincaré,  et  qui  jouent  un  rôle 
si  important  dans  sa  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  [Poincaré, 
Mémoire  sur    les  fonctions  fuchsiennes  {Acta  niatheniaticn^ 

t.  I)]. 


TROISIÈME  PARTIE. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL 
INFINITÉSIMAL. 


CHAPITRE  XI. 

THÉORIE  DES  ENVELOPPES.  —  SURFACES  RÉGLÉES. 
CONGRUENCES  ET  COMPLEXES. 


I.  —  Théorie  des  enveloppes.  —  Surfaces  développables. 

1.  Rappelons  d'abord  quelques  formules  relatives  aux  courbes 
gauches  cl  aux  surfaces.  Nous  avons  vu  que  le  carré  de  la  dififéren- 
lielle  d'un  arc  de  courbe  est  donné  par  la  formule 

ds'^  =  dx"^  +  dy"*-  +  dz""- . 

Sur  une  courbe  gauche,  on  peut  fixer,  arbitrairement  d'ailleurs, 
un  sens  correspondant  aux  arcs  croissants;  la  tangente  menée  en 
un  point  arbitraire  M  de  la  courbe  dans  le  sens  des  arcs  croissants 
est  alors  une  demi-droite  parfaitement  déterminée.  Nous  désigne- 
rons toujours  dans  la  suite  par  a,  j3,  y  les  cosinus  des  angles  que 
fait  cette  direction  avec  les  axes  de  coordonnées;  dans  ces  condi- 
tions on  aura 

dx  „        dy  dz 

ds  '         ds  '         du 

Relativement  aux  surfaces,  en  désignant  par/>  et  q  les  dérivées 


P.  -  I 


19 
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âz         dz 
ôx        dy 


partielles  t^  et  ^?  l'équalion  du  plan  tangent  en  un  point  {x,y^  z) 


est 

Z-z=p{\  —  x)-^q{X  —y). 

Si,  au  lieu  d'être  définie  par  la  valeur  de  z  en  fonction  de  x  et^', 
la  surface  est  donnée  par  les  trois  équations 

•^=/(J^  '')^      r  =  ?(«:  ^),       -  =  ^{i',  ^), 

u  et  V  étant  des  paramètres  arbitraires,  l'équation  du  plan  tangent 
sera 

en  posant,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment, 

D{y,  z)  _  (^y  <l^  _  ày  âz^ 
D{u,  y)        ùa  ôv         ôv  ôa 

Si  le  point  considéré  est  un  point  simple  de  la  surface,  corres- 
pondant aux  valeurs  Uq  et  To  de  u  et  r,  on  peut  toujours  supposer 
la  représentation  paramétrique  telle  que  les  trois  déterminants 
fonctionnels  qui  figurent  dans  l'équation  précédente  ne  s'annuleni 
pas  simultanément  pour  u  =  i/o,  r  =  Tq  ;  nous  ferons  toujours 
cette  hvpotlièse  dans  la  suite. 

^.  Etant  donnée  une  famille  de  courbes  représentée  par  l'équa- 
tion 

f{x,  j,  a)  =  o, 

OÙ  figure  un  paramètre  arbitraire  a,  on  sait  que  l'enveloppe  de 
cette  famille  de  courbes  s'obtient  en  éliminant  a  entre  l'équation 
|)récédente  et  l'équation  dérivée 

âf 
oa 

De  plus  l'enveloppe  est  tangente  à  chacune  des  enveloppées. 
Pareillement  étant  donnée  la  famille  de  surfaces 

(i)  f{x,  y,  z,  a)  =0, 

l'enveloppe  de  cette  surface,  c'est-à-dire  le  lieu  des  intersections 
limites  de  chaque  surface  avec  la  surface  infiniment  voi.sine,  s'ob- 
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lient  en  éliminant  a  entre  cette  équation  et 

La  courbe  définie  par  les  équations  (i)  et  (2),  qui  est  la  limite 
de  l'intersection  de  la  surface  (i)  avec  une  surface  infiniment  voi- 
sine, s'appelle  la  caractéristique  de  la  surface.  La  surface  enve- 
loppe est  le  lieu  des  caractéristiques;  chaque  enveloppée  est  tan- 
gente* à  l'enveloppe  en  tous  les  points  de  la  caractéristique 
correspondante.  INous  nous  contentons  de  rappeler  ces  proposi- 
tions tout  à  fait  élémentaires. 

3.  Au  lieu  d'une  famille  de  surfaces  dépendant  d'un  seul  para- 
mètre arbitraire,  considérons  maintenant  une  famille  de  surfaces 

(3)  f{x,y,  -,  «,  ^)  =  o, 

dépendant  de  deux  paramètres  a  et  h. 

En  donnant  à  ces  paramètres,  à  partir  de  deux  valeurs  déter- 
minées a  et  b,  des  accroissements  Aa  et  A^,  nous  aurons  une  sur- 
face voisine 

(jui  coupera  la  première  suivant  une  certaine  courbe   C.  Lorsque 
Art  et  A6  tendront  vers  zéro,  la  position  limite  de  la  courbe  C  dé- 

ùkb 
pendra   de  la  limite  du  rapport  --  •  Pour  préciser,  considérons  b 

comme  fonction  de  «,  soit  b  =  o(a);  la  courbe  limite  sera  alors 
représentée  par  les  équations  (3)  et 

âf        df    , 

Quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  '^{a)^  les  courbes  définies 
par  les  équations  (3)  et  (4)  auront  en  commun  les  points  définis, 
pour  chaque  système  de  valeurs  de  a  et  6,  par  les  équations 

/(^,  JK,  z,  a,  ^)  =  o, 

^- 
(5)  {  da~'^' 
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Nous  supposons,  ce  qui  est  le  cas  général,  que,  pour  des  valeurs 
arbitraires  de  a  et  6,  ces  trois  équations  déterminent  des  points 
isolés  (^,  y^  z).  Les  trois  équations  (5),  par  l'élimination  de  a  et  6, 
définissent  une  surface  S  qui  est  dite  reiweloppe  de  la  famille  de 
surfaces  à  deux  paramètres  représentée  par  l'équation  (3). 

Prenons  un  point  arbitraire  [x^y^  z)  sur  la  surface  S  ;  pour  cette 
valeur  de  x^y^  z  les  équations  (5)  admettront  une  solution  com- 
mune en  a  et  b.  La  surface  (3)  correspondant  à  ces  valeurs  de 
a  et  h  et  la  surface  S  sont  tangentes  en  {x^y^  z).  En  effet,  les 
coefficients  p  ei  q  de  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  (3) 
sont  donnés  par  les  équations 

dx       '  dz  '  i)y        ^  ôz 

Pour  obtenir  les  coefficients  p  el  q  de  l'équation  du  plan  tan- 
gent à  la  surface  S,  on  peut  imaginer  qu'on  ait  tiré  a  et  b  en  fonc- 
tion de  x^  y,  z  des  deux  dernières  équations  (5)  et  porté  ces 
expressions  dans  la  première;  ce  qui  donnera 

df  ()f       df  l'da    ^       da\        ôf  / db  àb\  _ 


àf  àf       df  Ida  da\        ôf  /  âb 

Ty^'irz'^Ta\ôy^'^Tz)-^yb\ô^-^^ 


.  1     •  '     '  j  •  àf  df  ri' 

qui  se  réduisent  aux  précédentes  puisque  -^  =  ^  =  o.  Le  tlico- 
rème  est  donc  démontré. 

Remarquons  que  l'équation  du  plan  tangent  à  une  surface  dé- 
pendant, en  général,  de  deux  paramètres  arbitraires,  toute  surface 
peut,  au  point  de  vue  précédent,  être  regardée  comme  l'enveloppe 
de  ses  plans  tangents. 

i.  Considérons  maintenant  une  famille  de  courbes  gauches  re- 
présentées par  deux  équations 

(C)  (/Kr,-,-)  =  o,      .    ^ 

(  ?(-2^,r,  -,  «)  =  o,     -^^    - 

qui  renferment  un  paramètre  arbitraire  a.  Cherchons  si  ces  courbes 
gauches  ont  ur.e  enveloppe,  c'est-à-dire  s'il  existe  une  courbe  F  à 


THÉORIE    DES    ENVELOPPES.  298 

laquelle  les  courbes  G  restent  tangentes.  S'il  en  est  ainsi,  on  aura 
sur  chaque  courbe  G  un  point  de  contact,  et  les  coordonnées  de  ce 
point  seront  des  fonctions  de  a.  Désignons  par  la  lettre  d  les  dif- 
férentielles relatives  à  un  déplacement  sur  la  courbe  G.  On  aura 

df  ,         èf  ^        df  ^ 

-^  dx  ^  ^  dy  -^  -f  dz  =  o, 

ôx  oy    "^         âz 

t)cp    ,  do    .  àq)    , 

■—  dx  -^  -^  dy  -{-  —-  dz  =  o. 

OX  oy  âz 

Soft  8  une  diflérentielle  relative  à  un  déplacement  sur  la  courbe  F; 
nous  aurons 

àf^  àf^  0/.  àf. 

OX  ây  '^  âz  âa 

do  .  âo  ^  âo  ^  HX 

-^  hx  +  -^  oy  -\-  -^  oz  -\-  -f>oa  =  o. 

âx  ây  ^         âz  âa 

Or  les  courbes  G  et  F  étant  tangentes,  il  faut  que 

"^  dx        dy        dz 

ttx          §K  Ss  ^ 


nous  en  concluons 


âf  âo 

âa  âa 


Ainsi,  les  trois  fonctions  x^  y^  z  de  <7,  correspondant  au  point 
de  contact,  doivent  vérifier  les  quatre  équations 

f{x,  y,z,a)  =  o.         t^{x,  y,z,a)  =  o,         ^=0,         ^  =  ^• 

Ges  quatre  équations  devront  donc  avoir  une  solution  com- 
mune en  X,  y^  2,  quel  que  soit  a.  Gette  condition  nécessaire  est 
bien  évidemment  suffisante. 

Dans  certains  cas,  la  famille  de  courbes  pourra  être  donnée  par 
les  équations 

z  =  ^{t,%); 

pour  une  valeur  fî?:e  donnée  à  a,  en  faisant  varier  le  paramètre  ^, 
on  aura  une  courbe  de  la  famille.  La  courbe  enveloppe,  si  elle 
existe,  sera  déterminée  par  l'expression  de  t  en  fonction  de  a.  Les 
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deux  directions 

'       d/^        d'^^         d'h^ 
-fS^,     -^ùi,      -^^t 
dt      '      dt      '       ât 


et 


dt  Ox      '  ôt  doL  ôt  àa. 


devront  coïncider.  On  devra  donc  avoir 

df  ô^  d'^i 

ât  __    ât  _    'dT 

df  d<f  â^ 

Oa  âoL  d% 

Ces  deux  écjualions  devront  avoir  une  solution  commune  en  t^ 
quel  que  soit  a. 

Une  classe  importante  de  courbes  gauches,  ajantune  enveloppe, 
est  celle  des  caractéristiques  des  surfaces  dépendant  d'un  paramètre, 
dont  nous  avons  parlé  au  §  2  ;  les  quatre  équations  sont,  en  effcl, 
dans  ce  cas, 

\  X  àf  df  d\f 

elles  se  réduisent  à  trois, 

àf  à\f 

/=  o,  --  =  o,  — ^  =  o. 

Les  valeurs  de  x^  y^  z  en  fonction  de  a,  qu'on  tire  de  ces  trois 
équations,  définissent  la  courbe  à  laquelle  restent  tangentes  les  ca- 
ractéristiques. 

5.  Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  la  surface  / 
se  réduit  à  un  plan.  Soit  donc  le  plan  mobile 

oii  A,  B,  G  et  D  dépendent  d'un  paramètre  a.  La  caractéristique 
de  ce  plan  s'obtient  en  adjoignant  à  l'équation  précédente  l'équation 

k'x  -f-  B'y  -H  G'^  +  D'  =  o, 

les  accents  étant  relatifs  aux  dérivées  par  rapport  à  a.  Cette  carac- 
téristique est  une  droite,  et  le  lieu  de  ces  droites  est  une  surface 
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réglée  dont  toutes  les  génératrices  resteront  tangentes  à  une  courbe 
gauche.   Celle-ci  sera  définie  par  les  deux  équations  précédentes 

et  la  suivante 

A"^  +  B>  +  C"z  +  !)"=  o. 

Ces  trois  équations  définissent  x,  y,  z  en  fonction  de  <7,  et  l'on 
a  ainsi  la  courbe  à  laquelle  toutes  les  droites  considérées  restent 
tangentes. 

On  appelle  surface  développahle  toute  surface  enveloppe  d'un 
plan  mobile  qui  dépend  d'un  seul  paramètre  arbitraire.  D'après  ce 
qui  précède,  une  surface  développable  est  le  lieu  des  tangentes  à 
une  certaine  courbe  gauche. 

Réciproquement,  le  lieu  des  tangentes  à  toute  courbe  gauche  est 
une  surface  développable;  nous  allons,  en  effet,  prouver  que,  par* 
chaque  tangente  à  une  courbe  gauche  F,  on  peut  faire  passer  un 
])lan 

(G)  -A(X-x)-}-B(Y-7)4-G(Z-^)  =  o 

dépendant  du  seul  paramètre  ^,  en  fonction  duquel  sont  exprimés 
x^  jK,  ^  pour  la  courbe  gauche,  et  tel  que  sa  caractéristique  soit 
précisément  la  tangente  à  la  courbe  F  au  point  (^,  y^  z). 

La  caractéristique  de  ce  plan  est  donnée  par  l'équation  (6)  et  la 
suivante 

dX.^  ^   ,    clB  dC  dx  dy       p  dz  _ 

Ces  équations  représenteront  la  tangente  si 

A  dx  -\-    B  dy  +    Cdz  =  o, 
dX  dx  -+-  dB  dy  -i-  dC  dz  =  o. 

Telles  sont  les  deux  équations  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
fonctions  inconnues  A,  B,  C  de  /.  On  peut  les  remplacer  par  les 
deux  suivantes,  entièrement  équivalentes, 

X  dx    -h  B  dy    -v-Cdz    =^o, 
Xd'x-hBd'-y-hCd-2z:=o, 

qui  détei^minent  des  quantités  proportionnelles  à  A,  B,  C,  et,  par 
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suite,  l'équation  du  plan  (6)  est  déterminée.  Nous  retrouverons  ce 
plan  plus  loin  sous  le  nom  de  plan  oscillateur. 

6.  Toutes  les  surfaces  développables  satisfont  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  qui  les  caractérise.  Les  coefficients  ^de  l'é- 
quation du  plan  tangent  à  une  surface  développable  ne  dépendent, 
par  définition,  que  d'un  seul  paramètre.  Or  l'équation  du  plan  tan- 
gent étant  mise  sous  la  forme 

on  voit  que  les  dérivées  partielles  p  et  q^  fonctions  des  deux  varia- 
bles indépendantes  x  ei y,  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre,  et, 
par  conséquent,  fonctions  l'une  de  l'autre,  soit 

P  =  ?(^)- 
Or  introduisons  les  dérivées  partielles  du  second  ordre 

en  différentiant  l'identité  précédente  successivement  par  rapport  à 

X  et  à  j',  on  a 

j^z=o'{q)s,         s  =  o'{q)t 

et,  par  suite, 

rt  —  s^  =  o. 

Ainsi,  pour  toute  surface  développable,  quand  on  considère  z 
comme  fonction  de  x  et  y,  l'équation  précédente  aux  dérivées  par- 
tielles est  vérifiée. 

Nous  allons  établir  la  réciproque,  c'est-à-dire  qu'à  toute  fonc- 
tion z  de  ^  et  y,  vérifiant  l'équation 

rt  —  s2  =  o,  V' 

correspond  une  surface  développable. 
Reprenons  l'équation  du  plan  tangent 

Z—pX  —  qY—{z—px  —  qy)  =  0. 
Je  dis  d'abord  que  les  trois  coefficients 

P,   q,   ^—px—qy 


THÉORIE   DES    ENVELOPPES.  297 

sont  fonctions  de  l'un  d'eux.  De  l'équation  ri  —  5-  =  o,  qui  peut 

s'écrire 

dp  dq         ùp  dq  _ 

ôx  dy         ày  dx  ' 

on  conclut  d'abord  que/?  est  fonction  de  q^  soit/?  =  'f  (^).  Ensuite, 
le  déterminant  fonctionnel  de 

z  — px  —  q  y     et     q, 

se  réduisant  à  ^(/'^  —  a-),  sera  également  nul;  donc;? — px  —  qy 
est  aussi  fonctioa  de  q^  soit 

(7)  ^—p^  —  qy  =  ^{q)- 

Ceci  posé,  les  lignes  de  la  surface,  représentées  par  l'équation 

q  =  const. , 

sont  telles  qu'en  un  point  quelconque  de  chacune  d'elles  le  plan 
langent  est  le  même.  Nous  allons  voir  que  ce  sont  des  lignes  droites . 
Prenons,  à  cet  effet,  la  différentielle  totale  des  deux  membres  de 
l'identité  (7);  nous  aurons 

—  X  dp  —  y  dq  =  F'{q)  dq 
ou 

(8)  -j;o'{q)-y  =  F'{q). 

Cette  seconde  identité  (8)  montre,  avec  l'identité  (7),  que  le 
lieu  des  points  de  la  surface  où  ^  a  une  valeur  constante  est  une 
ligne  droite;  celle-ci  est  donnée  par  les  deux  équations 

z-x<f{q)  —qy  =  F(q), 
—  x^'{q)  —  y    =F'(^), 

et  l'on  voit,  de  plus,  que  la  surface  est  l'enveloppe  d'un  plan  mo- 
bile dépendant  d'un  paramètre  arbitraire. 

Il  est  clair  que  le  calcul  précédent  suppose  que  q  est  une  fonc- 
tion de  X  etjK,  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  constante;  s'il  en  était 
ainsi,  on  raisonnerait  sur  p  au  lieu  de  raisonner  sur  q.  Dans  le 
cas  où  p  el  q  seraient  des  constantes,  la  surface  serait  évidemment 
plane. 


? 
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7.  La  courbe  à  laquelle  restent  tangentes  les  génératrices  d'une 
surface  développable  s'appelle  Varête  de  rebroussement  de  celte 
surface.  La  raison  de  cette  dénomination  est  la  suivante  :  un  plan 
quelconque,  rencontrant  en  un  point  M  l'arête  de  rebroussement, 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  qui  a  en  M  un  point  de  re- 
broussement. 

Pour  l'établir,  prenons  Je  point  M  comme  origine,  la  tangente 
en  M  à  la  courbe  comme  axe  des  x^  et  le  plan  sécant  comme  plan 
des^j',  les  axes  n'étant  pas  nécessairement  rectangulaires.  On  aura 
pour  la  courbe,  en  exprimant  y  et  z  en  fonction  de  x,  et  déveJop- 
])ant  par  la  formule  de  Taylor, 

y  —  ax''-  -+-  bx^  -h .  .  . , 
z  =  a'œ'^-h-  b'x^H-  .  ... 

Une  tangente  quelconque  sera  donc  représentée  par  les  équa- 
tions 

Y  —y  =  (la  x-i-'ib  x"^-^.  .  .)(X  —  x)^ 

7.  —z  ={2a'cP-r-3b'x'--h...){X~x). 
Nous  coupons  par  le  plan  X  =  o,  on  aura  donc 

Y  =  y  —-  X (Q.a  a-  -\-  3 b  x^ -i- .  .  . )  =  —  a  X-  -^ .  .  .  ^ 

Z  =  z  —  x{2a'x  -\-  3b'x^-h .  .  .)  —  —  a'x^  -^  .  .  .  . 

Nous  avons  donc  une  courbe  plane  pour  Jaquelle  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  sont  exprimées  à  l'aide  d'un  para- 
mètre X.  Les  expressions  de  Y  et  Z  commençant  par  un  terme  en 
X-,  à  la  valeur  x  =  o  du  paramètre  correspondra  en  général  un 
point  de  rebroussement  de  la  courbe. 

8.  Supposons  que  les  génératrices  d'une  surface  développable 
soient  représentées  parles  deux  équations  ,' 

x=az-^p^         y  =  bz -+- (/ , 

a,  p,  bj  q  dépendant  d'un  paramètre  a.  Ces  quatre  fonctions  ne 
peuvent  être  arbitraires;  on  trouve  de  suite  la  relation  à  laquelle 
elles  doivent  satisfaire  en  écrivant  que  ces  droites  ont  une  enve- 
loppe. Les  deux  équations 

az-\-p'=o^  b' z -^  q' =  o 
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doivent  donner  la  même  valeur  pour  z;  on  a  donc 

a'  q' —  b'p'  =  o. 

Cherchons  l'ordre  de  la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes 
infiniment  voisines  d'une  courbe  gauche.  Les  deux  droites 

37  r=   6?^  4-7?,  y^hz-\-q, 

X  =  (a  -\-  ù^a)z  -^ p  -^  \p ^         y  =  (b  ~'r-  ^b)z  -h  q  -h  \fj 
ont  pour  plus  courte  distance 


la  \q  —  A6A/>  ^  '^t-b^.    \^' 

v/(Aa)2+(Aè)2-+-(«A6  — èA^2  ' 


or,  en  remplaçant 


Aa         par         da-\~d-a-\~  -d^a-\-..., 
'  2  6 

et  pareillement,  pour  A^,  A/?,  A^,  on  a 

Aa  Iq  —  \b  Ip 

=  da  dq  —  db  dp  -+-  -  {d'^a  dq  -h  d-q  da  —  d^ b  dp  —  d'^p  db ) 


les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  supérieur  au  troisième.  Or  le 
second  terme  est  la  différentielle  du  premier  qui  est  nul,  d'après 
la  condition  trouvée  plus  haut.  Le  numérateur,  dans  la  plus  courte 
distance  8,  est  donc  du  quatrième  ordre  au  moins;  comme  le  dé- 
nominateur est  du  premier,  il  en  résulte  que  o  est  au  moins  du 
troisième  ordre.  Cette  intéressante  remarque  est  due  à  M.  Bouquet, 
qui  l'a  complétée  en  montrant  que  la  distance  ne  peut  être  con- 
stamment du  quatrième  ordre,  si  ce  n'est  dans  le  cas  des  courbei» 
planes,  où  elle  est  rigoureusement  nulle,  et  dans  le  cas  d'une  sur- 
face conique. 

]^es  termes  du  quatrième  ordre  sont,  en  effet,  au  numérateur 

Ud'a  dq  -f-  d^q  da  —  d^b  dp  —  d^p  db)  -f-  -{d'^ad^q  —  d'^bd^p). 
b  4 

Supposons   que    cette    expression     soit    identiquement   nulle: 
comme  on  a,  par  hypothèse, 

d-  a  dq  4-  d'^  q  da  —  c/2  b  dp  —  d'^p  db  —  o, 
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qui  donne,  par  différentiation 

d^a  dq  -f-  d-^q  da  —  d^hdp  —  d^p  db  =  i{d^b  d'-p  —  d^a  d'^q), 

on  en  conclut 

d'-ad^q  —  d^bd^p  =  o. 
Or  on  peut  écrire 

dq^Xdb,         dp  =  \da, 
puisque 

(la  dq  —  db  dp  —o, 

et,  en  substituant  dans  l'identité  précédente,  on  trouve 

(9)  dl{dbd'-a  —  dad''b)  =  o. 

Supposons  d'abord  dO.  =:  o,  ).  sera  constant,  et  nous  aurons 

q  =  Ab-h  [x^         p  =^  la-h  ;jl', 

1^  et  i^'  étant  des  constantes.  La  droite  aura  donc  pour  équations 

.X-lx'=a{z-i-l),  ^  _   ;^   =    6  (  -  ^   )^  ^  ; 

la  surface  sera  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point 

(x=rz  ix',y=  IX,  Z=—A). 

Laissant  ce  cas  de  côté,  nous  aurons,  en  prenant  le  second  fac- 
teur dans  (9), 

d^a  _  d^b 
da  db 

Si  a  est  le  paramètre  dont  dépendent  a  et  0,  nous  aurons  donc 

.      da       .       db       ,      ^ 

C  étant  une  constante,  et  enfin  ,' 

a  =  Gb-{-C', 

C  étant  encore  une  constante. 

Or  soient  (x^  y,  z-)  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la 
droite  avec  son  enveloppe;  on  a 

d.v  _  dy  __  dz 
a  b    ~     i  ^ 
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donc 

dx  =  G  c(/  +  G'  dz, 

et  par  suite 

xr=^  Gj^  +  G'^+G", 

c'est-à-dire  que  la  courbe,  dont  nous  avons  considéré  les  tangentes, 
est  une  courbe  plane. 

Au  lieu  d'une  famille  de  droites  restant  tangentes  à  une  courbe, 
on  peut  considérer,  comme  nous  l'avons  fait  (4),  une  famille  de 
courbes  gauches  ajant  une  enveloppe.  Le  théorème  de  M.  Bouquet 
peut  s'étendre  à  ce  cas  général,  c'est-à-dire  que  la  plus  courte  dis- 
tance entre  deux  courbes  infiniment  voisines  est  au  moins  du  troi- 
sième ordre. 

Nous  entendons  par  plus  courte  distance  de  deux  courbes  infi- 
niment voisines  la  plus  courte  distance  de  deux  points  très  voisins 
des  points  de  contact  sur  l'une  et  l'autre  courbe. 

On  trouvera  cette  extension  du  théorème  de  M.  Bouquet  dans  le 
Mémoire  de  M.  Darboux,  Sur  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  [Savants  étrangers ,  t.  XXVIÏ, 
•1^  série,  p.  /^\),  La  remarque  additionnelle  n'a  d'ailleurs  pas  d'a- 
nalogue dans  le  cas  général. 

II.  —  Surfaces  réglées.  —  Congruences  de  droites. 

9.  Nous  venons  d'étudier  les  surfaces  réglées  dont  les  généra- 
trices ont  une  enveloppe.  Prenons  maintenant  d'une  manière  gé- 
nérale une  droite  mobile 

x  =  az-\-p,        y  =  bz-\-q, 

dont  les  coefficients  a,  ^,/>,  q  dépendent  d'un  paramètre  arbi- 
traire a.  Cette  droite  engendre  une  surface  réglée.  Soit  D  une  gé- 
nératrice correspondant  à  la  valeur  a  du  paramètre;  cherchons  l'é- 
quation du  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  M  de  D,  qui 
sera  déterminé  par  la  valeur  de  z.  L'équation  du  plan  tangent  est 
de  la  forme 

X-aZ  — p  +  X(Y  — èZ  — (7)  =  o. 

Il  sera  déterminé  par  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  et  passant  par  M.  Considérons  la  section  faite 
par  le  plan  Z  =  z.  Les  cosinus  directeurs  de  sa  tangente  sont  pro- 
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poilionnels  à  a'z-i-p',  b' z  -f-  .7'  et  o;  nous  aurons  donc 

el  Téquation  du  plan  tangent  est  par  suite 

{b'  z  -^  q'){X  —  aZ—  p)  -  {a  z  -^  p'){Y  ~  bZ  —  q)  =  o, 

où,  bien  entendu,  les  lettres  accentuées  représentent  les  dérivées 
[)ar  rapport  à  a. 

En  particulier,  nous  pouvons  retrouver  de  suite  la  condition  pour 
que  le  plan  tangent  soit  le  même  en  tous  les  points  de  la  généra- 
trice. Le  quotient  ^^'^y  ne  devra  pas  dépendre  de  z  et  on  re- 
tombe bien  sur  la  condition 

b'  p' —  a'  q'  —  o. 

Revenant  au  cas  général,  étudions  la  variation  du  plan  tangent 
lorsque  M  se  déplace  sur  la  génératrice  D.  Pour  cela,  supposons 
que  D  coïncide  avec  Taxe  des  z,  c'est-à-dire  que  a,  b,  /?,  q  soient 
nuls  |)Our  la  valeur  de  a  correspondant  à  la  génératrice.  L'équa- 
lion  du  plan  tangent  devient 

X{b' z  -^  q' )  —  \ {a  z  ^ p' )  —  o. 

Si  'h  désigne  l'angle  de  ce  plan  avec  le  plan  ^O^'  au  point  M, 
on  a 

a  z  -^  p 

Pareillement  pour  le  plan  tangent  au  point  M<(o,  o,  v,),  on  a 

,,        b' Zx-\- q' 

tangtL  =  -, ^- , 

az^~p 

et  l'angle  de  ces  deux  plans  tangents  a  pour  tangente 

tang(<|.-f)- {z-z,){b'p'-a'q') 


(a'z^p'){a'zi^  p'  )-i-{b'z  -+-  q' )ib' Zi-h  q') 


Au  numérateur  figure  b'p'—a'q'  qui  est  supposé  différent  de 
zéro.  Le  dénominateur  sera  indépendant  de  z,  si 

Zi{a'^-^  b'-)  -h  a'p'-^-  b'q'  =  o. 


THÉORIE    DES    ENVELOPPES.  3o3 

'Soit,  sur  la  génératrice  D,  I  le  point  correspondant  à  cette  va- 
leur de  ;:,  ;  en  appelant  0  l'angle  que  fait  le  plan  tangent  en  M 
avec  le  plan  tangent  en  f,  on  a 

langO:=K,ÏM, 

K.  étant  une  constante,  c'est-à-dire  ne  dépendant  pas  de  la  posi- 
tion de  M  sur  D.  Cette  loi  de  variation  du  plan  tangent  est  due  à 
Ghasles. 

10.  Le  point  I  s'appelle  le  point  central  sur  la  génératrice  D. 
Le  calcul  précédent  nous  j  a  conduit  tout  naturellement.  On  peut 
le  définir  géométriquement  de  la  manière  suivante.  La  généra- 
trice D  étant  toujours  l'axe  O^,  la  génératrice  infiniment  voisine 
D'  sera 

X  —  z  da  -r-  dp^ 

y  ■=.  z  db  -f-  dq . 

La  perpendiculaire  commune  à  D  et  à  D'  se  projette  sur  le  plan 
des  xy  suivant  une  droite  passant  par  l'origine  et  perpendiculaire 
à  la  projection  de  D';  elle  aura  donc  pour  équation 

y  _       da 
X  db 

D'autre  part,  cette  dernière  équation  représente  un  plan  con- 
tenant Oj  et  qui  coupe  D'  en  un  point  dont  le  ;:;  est  donné  par 
l'égalité 


ou  bien 
c'est-à-dire 


Cette  relation  est  celle  qui  définit  la  coordonnée  z^  du  point 
central.  Donc  ce  point  est  la  limite  sur  D  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire commune  à  D  et  à  la  génératrice  infiniment  voisine. 

11.  Comme  exemple  de  surfaces  réglées,  étudions  la  surface 
réglée  la  plus  générale  du  troisième  ordre.  Par  un  point  quel- 
conque d'une  telle  surface  ne  passe  qu'une  seule  génératrice  rec- 


da 
~~db  " 

zdb 
zda 

4-  dq 
4-  dp  ' 

(^a2  + 

db^)^ 

■  da  dp 

+  db  dq  = 

z{a'-^ 

+  6'-2) 

-+-  a!  p  - 

4  b'  q  =  o, 

3o4  APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DU    CALCUL    INFINITÉSIMAL. 

p  tiligne,   sinon    toute   génératrice  rencontrerait  trois  génératrices 

fixes  et  la  surface  serait  alors  une  qiiadrique.  Or  on  peut  tracer 
sur  la  surface  une  infinité  de  coniques,  puisque  un  plan  quel- 
conque passant  par  une  génératrice  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  du  deuxième  degré  ;  les  points  d'une  telle  conique  se  dé- 
terminent individuellement.  Donc,  les  génératrices  de  la  surface, 
qui  rencontrent  cette  conique,  se  déterminent  aussi  individuel- 
lement, c'est-à-dire  que  la  surface  est  une  surface  réglée  unicur- 
sale,  ou,  en  d'autres  termes,  les  équations  de  la  génératrice  mobile 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

r/,  /?,  />,  (j  étant  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre. 

Toute  section  plane  de  la  surface  est  une  courbe  unicursale,  car, 
si  1  on  joint  aux  deux  équations  précédentes  l'éc|uation  d'un  plan, 
ces  trois  équations  détermineront  .r,  j^,  z  en  fonction  rationnelle 
d'un  paramètre.  Cette  section  est  donc  une  cubique  avec  un  point 
double.  H  y  a  donc  sur  la  surface  une  infinité  de  points  doubles, 
formant  une  courbe  ;  par  cette  ligne,  qui  est  une  courbe  double 
de  la  surface,  se  croisent  deux  nappes  de  la  surface.  Cette  courbe 
double  ne  peut  évidemment  être  qu'une  ligne  droite,  car,  autre- 
ment, toute  section  plane  aurait  au  moins  deux  points  doubles  et, 
par  suite,  se  décomposerait.  Ainsi  nous  arrivons  à  la  conclusion 
suivante  :  la  surface  a  une  courbe  double  rectiligne  D. 

Ceci  posé,  une  génératrice  quelconque  rencontre  la  droite  D; 
en  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  nous  pourrions  considérer  deux 
génératrices  arbitraires  et  la  droite  D.  Il  y  aurait  une  infinité  de 
droites  rencontrant  ces  trois  droites  et  formant  une  surface  du 
second  degré  ;  or,  chacune  des  génératrices  du  second  système, 
dans  cette  quadrique,  rencontrerait  notre  surface  gauche  du  troi  - 
sième  ordre  en  quatre  points,  et,  par  conséquent,  lui  appartien- 
drait ;  celle-ci  serait  donc  décomposable.  Soient  alors  quatre  gé- 
nératrices arbitraires  qui,  nous  venons  de  le  voir,  rencontrent  I).  * 
On  peut  mener  deux  droites  rencontrant  ces  quatre  génératrices  ; 
l'une  d'elles  sera  D,  désignons  par  G  la  seconde.  Elle  appartiendra 
à  la  surface  qu'elle  rencontre  en  quatre  points.  Ainsi,  outre  la 
droite    singulière   D,    nous    avons    une   seconde  directrice  recti- 
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ligne  G.  Ces  deux  droites  ne  se  rencontrent  pas  (nous  laissons  de 
côté  le  cas  exceptionnel  où  elles  se  confondraient).  Toutes  les  gé- 
nératrices de  la  surface  rencontrent  D  et  G  ;  nous  l'avons  établi 
pour  D.  On  le  voit  de  suite  pour  G,  en  remarquant  que  la  géné- 
ratrice passant  en  un  point  arbitraire  de  la  surface  est  nécessaire- 
ment la  droite  passant  par  ce  point  et  s'appïïyant  sur  D  et  G. 
Nous  avons  maintenant  l'idée  la  plus  nette  de  la  surface  ;  tout 
plan  passant  par  G  coupe  la  surface  suivant  deux  génératrices 
qui  se  rencontrent  sur  D.  L'ensemble  de  ces  couples  de  droites 
forme  la  surface,  dont  deux  nappes  se  coupent  visiblement  le  long 
deD. 

Par  une  transformation  homograpliiquc,  on  peut  s'arranger  de 
manière  que  la  droite  G  s'en  aille  à  l'infini  dans  une  direction  de 
plan  déterminée.  La  surface  ainsi  transformée  est  alors  un  co- 
noïde.  En  prenant  comme  plan  des  xy  un  plan  auquel  restent 
parallèles  toutes  les  génératrices,  et  l'axe  des  z  étant  la  directrice 
du  conoïde,  l'équation  de  la  surface  se  réduira  à 


m 


et,  la  surface  devant  être  du  troisième  degré,  son  équation  sera  de 
la  forme 

z{a'x'^^  ih' xy  -t-  c' y"-)  =  ax-~h  ibxy  -h  cy~. 

Telle  est  la  forme  à  laquelle  on  peut  réduire  l'équation  d'une 
surface  réglée  du  troisième  ordre.  L'axe  des  z  est  ici  la  droite 
double  de  la  surface. 

12.  Sans  nous  arrêter  plus  longtemps  sur  les  surfaces  réglées, 
passons  aux  systèmes  de  droites  dépendant  de  deux  paramètres 
arbitraires.  On  considère  donc  l'ensemble  des  droites 

X=az-^p,  y=bz-{-q, 

rt,  6,/?,  ^  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  p.  Cet 
ensemble  s'appelle  une  congruence  de  droites. 

Prenant  une  génératrice  quelconque  D  de  la  congruence,  cor- 
respondant aux  valeurs  a^  et  po  des  paramètres,  proposons-nous 
d'abord  le  problème  suivant  :  Peut-on  jaire  passer  par  D  une 
P.-I.  20 
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surface  dé^-eloppable,  dont  les  génératrices  appartiennent  à  la 
congruence?  11  faut  chercher,  pour  cela,  si  Ton  peut  établir,  entre 
a  et  p,  une  relation,  soit  ^  =  ^{^)^  telle  que  la  surface  réglée 
correspondante  soit  développable  et  que,  de  plus,  poz=cp(ao). 
Écrivons  la  condition  pour  que  la  surface  réglée,  correspondant 
à  une  relation  entre  a  et  [î>,  soit  développable. 

On  a 

da  dq  —  db  dp  =  o 


ou,  en  développant, 


(8) 


équation  de  la  forme 

OÙ  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  connues  de  a  et  |^.  Cette  équation 
du  second  degré  a,  en  général,  deux  racines  fonctions  continues 
de  a  et  ^  dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  ««  et  po, 
soit 

Considérons  l'une  de  ces  équations,  la  première,  par  exemple. 
En  faisant  quelques  hypothèses,  d'un  caractère  très  général  d'ail- 
leurs, sur  la  fonction  cp,(a,  fi),  il  sera  démontré  plus  tard  qu'il 
existe  une  fonction  [B  de  a  satisfaisant  à  la  première  équation  et 
prenant  pour  a  =  ao  la  valeur  ^q.  A  cette  fonction  correspondra 
une  développable;  il  en  sera  de  même  pour  la  seconde  équation 
différentielle.  Nous  pouvons,  dès  lors,  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

//  existe  deux  surfaces  développables,  formées  par  des  droites 
de  la  congruence,  et  passant  par  une  génératrice  arbitraire  D 
de  cette  congruence. 

Suivant  que  l'on  considérera  la  droite  D  comme  appartenant  à 
l'une  ou  à  l'aulre  de  ces  dcveloppables,  on  aura  un  point  de  con- 
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tact  avec  l'arête  de  rebroussement  de  chacune  de  ces  dévelop- 
j)ables.  Ces  deux  points  Fi  et  Fo  sont  dits  le?,  fovei's  relatifs  à  la 
génératrice  D.  Pour  les  trouver,  il  n'est  pas  besoin  d'avoir  obtenu 
les  dévcloppables,  c'est-à-dire  intégré  les  deux  équations  différen- 
tielles écrites  plus  haut.  Le  z  du  point  de  contact  de  la  généra- 
trice avec  son  enveloppe  sera  en  effet  donné,  pour  la  première 
développable,  par 


dp  _ 

da 

l'^-l'^? 

|-|^.(-^^) 

ë'^-f^r 

da        da      ,      ^^ 

5^ +  5^  ?.(-.?; 

i^e  dernier  rapport  ne  dépend  que  de  a  et  [^.  En  y  faisant  a^a^, 
j3  =  3o,  on  aura  le  z  du  point  F^  ;  on  trouverait  de  même  le  z  du 
second  foyer  Fo. 

Les  points  Y ^  et  Fo  décrivent  deux  surfaces  S,  et  So.  Il  est  clair 
qu'en  général  ces  deux  surfaces  ne  seront  pas  analjtiquement  dis- 
tinctes :  ce  seront  deux  nappes  d'une  même  surface,  qu'on  appelle 
la  surface  focale  de  la  congruence. 

Voici,  au  sujet  de  ces  deux  surfaces,  une  remarque  extrême- 
ment importante  :  la  droite  D  sera  tangente  aux  surf  aces  S,  et 
82-  Les  arêtes  de  rebroussements  A^  et  Ao  des  deux  dévclop- 
pables sont,  en  effet,  situées  sur  Si  et  So  ;  la  droite  D,  tangente 
à  une  courbe  de  chacune  de  ces  surfaces  est  donc  tangente  à  ces 

Fig.  i5. 


surfaces.  Il  est  facile  d'étudier  la  disposition  des  plans  tangents 
aux  deux  dévcloppables.  Déplaçons  la  génératrice  D  en  la  laissant 
tangente  à  l'arête  de  rebroussement  A,  de  la  première  dévelop- 
pable {fig.  i5);  le  point  de  contact  Fo  de  D  avec  la  surface  So 
décrira  sur  cette  surface  une  courbe  Bo,  distincte  nécessairement 
de   l'arête  de  rebroussement  Ao.  Donc  le  plan  langent  à  la  pre- 
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mière  développable  en  Fo  et,  par  conséquent,  tout  le  long  de  D, 
sera  le  plan  tangent  en  Fo  à  la  surface  So.  Ainsi,  le  plan  tangent  à 
Xd. première  développable  (celle  qui  correspond  à  l'indice  ini)  est 
le  plan  tangent  à  la  seconde  surface  So,  et  inversement.  11  peut 
paraître  singulier,  au  premier  abord,  que  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face S,  ne  soit  pas  tangent  à  la  première  développable;  toute  diffi- 
culté disparaît  si  l'on  remarque  qu'il  n'j  a  pas  à  considérer  de 
plan  tangent  à  une  développable  pour  les  points  de  son  arête  de 
rebroussement  Cjui  est  une  ligne  singulière. 

13.  On  peut  se  placer  à  un  point  de  vue  un  peu  différent  pour 
définir  la  surface  focale.  Reprenant  la  génératrice  D  de  la  con- 
gruence,  je  considère  toutes  les  surfaces  réglées  appartenant  à 
la  congruence  et  passant  par  D.  Gherclions  si  l'on  peut  trouver 
sur  D  un  point  tel  que  toutes  ces  surfaces  soient  tangentes  en  ce 
point.  Il  faudra,  en  se  reportant  à  l'équation  du  plan  tangent  à  une 
surface  réglée,  c[ue  le  rapport 

zda^dp        j^V^ 
z  db  4-  dq 

soit  indépendant  de  -7^;  ce  qui  nous  donne 


(9) 


da        dp  da        dp 

db        dq  db        dq 

""d^.  ~^  d^        ^^~*"  ^ 


C'est  une  équation  du  second  degré  en  z  qui  nous  donnera  donc 
deux  points  A,  et  Ao  sur  la  génératrice  D.  Or  les  deux  foyers  Fi 
etFo  obtenus  précédemment  jouissent  bien  de  la  propriété  trouvée 
pour  A,  et  Ao.  En  effet,  si  nous  considérons  une  s,urface  réglée 
quelconque  appartenant  à  la  congruence  et  passant  par  D,  le  plan 
tangent  à  cette  surface  en  F,  sera  le  plan  tangent  à  la  surface  S| 
au  même  point,  puisque  la  droite  reste  tangente  à  S,  dans  son  dé- 
placement. Toutes  les  surfaces  réglées  envisagées  ont  donc  en  F, 
le  même  plan  tangent,  et  il  en  est  de  même  pour  le  point  Fo.  Donc 
les  points  A,  et  Ao  ne  sont  autre  chose  que  les  points  Fi  et  Fo. 
On  peut,  d'ailleurs,  faire  une  vérification  analytique  immédiate,  en 
remarquant  que  l'équation  (9)  se  transforme  en  l'équation  (8),  si 
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l'on  pose 

14.  Nous  allons  étudier  maintenant  un  cas  particulier.  On  peut 
d'abord  se  demander  si  les  droites  d'une  congruence  arbitraire 
restent  normales  à  une  certaine  surface.  S'il  en  est  ainsi,  le  z  du  pied 
de  la  normale  sur  la  surface  est  une  fonction  déterminée  de  a  et  [3^ 
et  l'on  a,  pour  toute  variation  doL  et  d^  de  a  et  [i, 

a  clx  -\r  h  dy  -\-  dz  =  o 

ou,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  tirées  de 

X  =  az  -^- p,         y  =  bz  -h  q, 

{a^-\-  b'^-+-i)  dz  -+-  z(ada  -h  b  db  )  -h  a  dp  -\-  b  dq  =  o. 

Pour  voir  si  l'on  peut  trouver  une  fonction  ^  de  a  et  [3  satisfai- 
sant à  cette  équation  aux  différentielles  totales,  posons 


on  aura,  pour  /,  l'équation 

a  dp  -h  b  dq 

~       /a2  -hb-^-hi 
ou 

a'-f^b'/  a%-^b% 

dl=-.J^=J^d.-~-'J=ILd^. 

\/a2_^62+i  ^a2+62_j_^ 

Le  second  membre  doit  donc  être  une  différentielle  totale  exacte, 
ce  qui  entraînera  une  relation  qu'il  est  inutile  d'écrire  entre  les 
quatre  fonctions  «,  ^,  p^  q  de  ol  et  [6.  Donc,  il  n'existe  pas,  en 
général,  de  surface  normale  aux  droites  d'une  congruence 
donnée. 

On  peut  donner  une  forme  géométrique  très  remarquable  à  la 
condition  que  nous  venons  de  trouver.  Pour  simplifier  le  calcul', 
supposons  que  p  ei  q  soient  les  deux  variables  indépendantes  que 
nous  avons  désignées  par  a  et  p;  nous  n'introduisons  d'ailleurs 
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ainsi  aucune  condilion  limitative  si  nous  supposons  que  les  axes 
de  coordonnées  n'occupent  pas  de  position  spéciale  par  rapport  à 
la  congruence.  La  condition  pour  que  les  droites  soient  normales 
à  une  surface  s'écrit  alors 


Or  considérons  les  plans  tangents  aux  deux  nappes  de  la  surface 
focale,  correspondant  à  une  génératrice  arbitraire  ;  on  les  obtiendra 
en  formant  d'abord  l'équation  différentielle  correspondant  aux  dé- 
veloppables  [tassant  par  cette  génératrice.  Ce  sera 

da  dq  —  db  dp  =  o 
ou 


—  =  o. 
dq )     dp        dq  \ôp        ôq  j        (Jq 

Si  m  et  jn'  sont  les  deux  racines  de  cette  équation  du  second 
degré  en  ~,  les  plans  tangents  ont  pour  équations 


X- 

-aZ 

~P- 

-(Y- 

■bZ- 

-  q)m 

= 

o, 

X- 

-aZ 

-p- 

■■(Y- 

-bZ 

-q)m' 

= 

0. 

Cherchons  à  quelle  condition  ils  seront  rectangulaires;  cette 
condition  s'écrira 

I  +  a- —  ab{ni  -H  m')-\-  mm' {\  -\-  b'^)  —  o 

ou,  en  remplaçant  J7i  et  m'  qui  sont  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré  écrite  plus  haut, 

db  ,  „ ,  ,  / ()'r,        db\        da 

dp^  \<^g        àpj        dq^ 

Or  cette  condition  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  trouvée 
pour  exprimer  que  les  droites  de  la  congruence  étaient  normales 
à  une  surface.  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à  ce  remarquable 
théorème  qui  paraît  dû  à  Dupin  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites 
d'une  congruence  restent  normales  à  une  surface  est  que  les 
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plans  tangents  aux  deux  nappes  de  la  suj^f ace  focale ,  corres- 
pondant à  une  génératrice  cjuelconque,  soient  rectangulaires. 

15.  Du  théorème  précédent  se  tirent  d'importantes  consé- 
quences pour  la  théorie  des  surfaces.  Considérons  une  surface  S  et 
l'ensemble  de  ses  normales.  Par  chaque  génératrice  de  cette  con- 
gru ence  passent  deux  surfaces  développables  ayant,  comme  géné- 
ratrices, des  normales  à  la  surface.  Les  pieds  de  ces  normales  for- 
ment sur  S  deux  courbes  ;  nous  pourrons  donc  dire  que,  par  chaque 
point  d'une  surface,  passent  deux  courbes  sur  la  surface,  pour  les 
points  desquels  les  normales  forment  des  surfaces  développables. 
Nous  aurons  à  reprendre  avec  détail  l'étude  de  ces  courbes,  qu'on 
appelle  les  lignes  de  courbure  de  la  surface.  Les  deux  lignes  de 
courbure  qui  passent  en  un  point  sont  à  angle  droit,  d'après  le 
théorème  du  paragraphe  précédent,  car  l'angle  de  ces  deux  courbes 
mesure  évidemment  l'angle  dièdre  des  plans  tangents  aux  deux  dé- 
veloppables passant  par  la  normale.  Les  points  où  cette  droite, 
considérée  comme  appartenant  à  l'une  ou  l'autre  des  développa- 
bles, touche  son  enveloppe,  jouent  aussi  un  rôle  important  dans  la 
théorie  des  surfaces. 

III.  —  Généralités  sur  les  complexes.  —  Complexes  linéaires. 

16.  On  donne  le  nom  de  complexes  de  droites  à  l'ensemble  des 
droites  de  l'espace 

x  —  az-^p,         y  =  bz-^q, 

a,  b^  /),  q  dépendant  de  trois  paramètres  arbitraires  a,  p,  y.  II  est 
clair  que,  par  un  point  arbitraire  de  l'espace,  passeront  en  gé- 
néral une  infinité  de  droites  du  complexe,  formant  un  cône. 
Proposons-nous  une  question  analogue  à  celle  que  nous  avons 
traitée  (§  13)  pour  les  congruences  :  une  droite  D  du  complexe  étant 
considérée,  peut-on  trouver  un  point  sur  cette  droite  tel  qu'en  ce 
point  toutes  les  surfaces  réglées  passant  par  cette  droite  et  ayant 
pour  génératrices  des  droites  du  complexe  aient  même  plan  tan- 
gent? Il  faudrait  que 

z  da  H-  dp 
z  dh  -^  dq 
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fût  indépendant  ^e  ^  et  ^,  ce  qui  donne 

da        dp         ^  da        dp  ùa        dp 

^^  "^^  _  ^^  "^ d^  _  ^^7  "^  ^7 

^àh        ôq         _  db         dq  "~      db        dq 

^di'^d^        '^'d^'^'d^        ^d^^'^d^ 

Nous  avons  donc  ici,  pour  déterminer  ^,  deux  équations  du  se- 
cond degré.  En  éliminant  ;:  entre  ces  deux  équations,  on  aura  une 
relation 

entre  a,  [3  et  y.  Le  problème  proposé  n'a  donc  de  solutions  que 
pour  les  droites  D  satisfaisant  à  cette  relation.  On  les  appelle  les 
droites  singulières  à\i  complexe.  Elles  forment  une  congruence 
qui  est  dite  la  congruence  des  droites  singulières. 

Sur  une  droite  singulière  D,  il  j  a  un  point  F  satisfaisant  à  la 
question  posée  et  dont  le  z  est  la  racine  commune  aux  deux  équa- 
tions écrites  plus  haut.  En  ce  point  F,  toutes  les  surfaces  réglées 
passant  par  D  et  appartenant  au  complexe  ont  même  plan  tan- 
gent P.  Les  points  F  forment  une  surface  :  on  l'appelle  la  sur- 
face des  singularités  du  complexe.  Cette  surface  des  singularités 
est  une  nappe  de  la  surface  focale  de  la  congruence  des  droites 
singulières.  Au  point  F,  la  surface  des  singularités  a  pour  plan 
tangent  le  plan  P. 

M.  Les  complexes  algébriques  sont  particulièrement  intéres- 
sants; on  les  a  classés  d'après  leur  degré.  Quelques  explications 
préliminaires  sont  indispensables,  relativement  au  mode  de  repré- 
sentation d'une  droite.  Une  droite  étant  donnée,  nous  pouvons 
écrire  les  équations  de  ses  projections  sur  les  plans  de  coordon- 
nées sous  la  forme  >' 

/  h=yZ-zY, 
(10)  I  U=^zX—  xZ, 

(-N  =xY—y\^ 

oc^y^  z  désignant  les  coordonnées  courantes.  Les  six  constantes 
L,  M,  N,  X,  Y,  Z  peuvent  être  dites  les  coordonnées  de  la  droite. 
Elles  ne  sont  d'ailleurs  pas  indépendantes,  puisqu'on  a  évidem- 
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ment  la  relation 

LX  +  MY4-NZ  =  o. 

Réciproquement,  étant  données  six  quantités  L,  M,  N,  X,  Y,  Z 
liées  par  la  relation  précédente,  on  peut  dire  qu'elles  définissent 
une  droite;  cette  droite  est  celle  que  représentent  les  équa- 
tions (lo),  qui  se  réduisent  alors  à  deux.  Nous  avons  donc  de 
cette  façon  un  système  de  six  coordonnées  liées  par  une  relation, 
et,  comme  ces  coordonnées  sont  homogènes,  nous  avons  bien  le 
degré  d'indétermination  représenté,  comme  il  doit  être,  par  le 
nombre  qualité. 

Ceci  posé,  un  complexe  algébrique  sera  représenté  par  une 
équation  de  la  forme 

F(L,  M,N,  X,  Y,  Z)  =  o, 

F  étant  un  polynôme  homogène  en  L,  M,  N,  X,  Y,  Z.  Si  ce  po- 
lynôme est  de  degré  m,  le  complexe  sera  dit  d'ordre  m. 

Deux  remarques  sont  évidentes.  Les  droites  du  complexe  pas- 
sant par  un  point  arbitraire  (^o,  7o,  ^o)  forment  un  cône,  et,  puis- 
qu'on a 

¥{y,Z  —  z,\,  soX-.roZ,  x,Y-y^X,  X,Y,Z)  =  o 

et  que  X,  Y,  Z  sont  les  coefficients  de  direction  de  la  droite  du 
complexe,  le  cône  sera  évidemment  d'ordre  m.  En  second  lieu, 
les  droites  du  complexe  situées  dans  un  plan  enveloppent  une 
courbe  de  classe  m;  car,  par  un  point  du  plan,  on  peut  mener  à 
cette  courbe  m  tangentes,  qui  sont  les  intersections  du  plan  avec 
le  cône  d'ordre  m  correspondant  au  point. 

18.  Après  ces  généralités,  considérons  en  particulier  le  cas  où 
le  complexe  est  linéaire,  c'est-à-dire  du  premier  ordre.  Son 
équation  sera  alors 

(II)  AL  +  BM-f-GN-hDX  +  EY-i-FZ  =  o, 

A,  B,  C,  D,  E,  F  désignant  des  constantes. 

Toutes  les  droites  du  complexe  passant  par  un  point  seront 
alors  dans  un  plan,  et,  inversement,  toutes  les  droites  du  complexe 
situées  dans  un  plan  passeront  par  un  même  point  de  ce  plan;  ce 
sont  des  conséquences  immédiates  des  deux  remarques  faites  à  la 
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fin  du  paragraphe  précédent.  Un  complexe  linéaire  établit  donc 
une  relation  entre  les  points  et  les  plans  de  l'espace  :  à  chaque 
point  correspond  un  plan  passant  par  le  point  et,  inversement,  à 
chaque  plan  correspond  un  point  situé  dans  le  plan. 

Étant  donné  le  point  (^o?  JKo?  ^o)j  cherchons  l'équation  du  plan 
correspondant;  la  relation  entre  X,  Y,  Z  sera  alors 

A(j-oZ  -  ^0  Y)  +  B(i;o  X  —  :roZ)+ C(^oY-joX) -H  DX -i- EY  +  FZ  =  o, 

et  nous  aurons  l'équation  du  plan  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par 

^  —  -^oj  JK — y  (S-,   ~-  —  -^0-  On  a  ainsi 

{X  -  ^o)  (B :^o-  Gjo-i-  D)  +  {y-y,)  (Gxo  -  Xz,  +  E) 

-^(z  —  Zo){Ayo  —  Bxo-h¥)  =  o. 

Telle  est  l'équation  du  plan  correspondant  au  point  (-Co?  J'o?  ^o)- 
On  dit  que  ce  plan  a  ce  point  pour  pâle  ou  y>ouv  foyer,  et  inver- 
sement le  plan  est  dit  le  plan  polaire  du  point. 

Une  notion  importante  dans  la  théorie  des  complexes  linéaires 
est  celle  des  droites  conjuguées.  Soit  D  une  droite  n'appartenant 
pas  au  complexe;  cherchons  le  lieu  des  foyers  des  plans  passant 
par  D.  Appelons  F  et  F'  les  foyers  de  deux  plans  particuliers, 
d'ailleurs  quelconques,  passant  par  D;  je  dis  que  la  droite  A  joi- 
gnant F  et  F'  sera  le  lieu  cherché.  En  effet,  tout  plan  passant  par  A 
aura  nécessairement  pour  foyer  son  point  de  rencontre  cp  avec  D, 
puisque  les  droites  cpF  et  oF'  sont  des  droites  du  complexe.  11  en 
résulte  que  toute  droite  rencontrant  D  et  A  appartient  au  com- 
plexe, et  enfin  qu'un  plan  quelconque  passant  par  D  a  pour  fo}er 
son  point  de  rencontre  avec  A.  Le  lieu  cherché  est  donc  la  droite  A. 
Les  droites  D  et  A  sont  dites  droites  conjuguées;  il  y  a  évidem- 
ment entre  elles  réciprocité. 

19.  La  correspondance  entre  points  et  plans,  que  nous  venons 
d'indiquer,  comme  résultant  de  la  notion  de  complexe  linéaire,,  se 
rencontre  dans  plusieurs  théories  de  Mécanique.  Prenons,  par 
exemple,  la  théorie  cinématique  du  mouvement  d'un  corps  solide; 
l'équation 

-i-{z  —  Zo)(  A/o  —  B ^0  -+-  F  )  =  o 
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du  plan  correspondant  au  point  (xq^  jKo,  ^o)  est  susceptible  d'une 
interprétation  immédiate. 

Si  l'on  considère  un  solide  en  mouvement,  à  un  moment  dé- 
terminé, les  composantes  de  la  vitesse  i^^,  v^,  Vz  d'un  point  quel- 
conque (^,  J^,  Z-)  sont  données  par  des  expressions  de  la  forme 

P.,  =  D+B3  -Cf, 


V- 


F  -r-Ay  —Bx. 


Le  plan  considéré  sera  donc  Je  plan  passant  par  (^o^JKo?  ^o)  et 
perpendiculaire  à  la  vitesse  de  ce  point.  L'identité  est  donc  com- 
plète entre  la  théorie  des  complexes  linéaires  et  l'étude  cinéma- 
tique des  vitesses,  à  un  moment  déterminé,  des  divers  points  d'un 
solide  invariable.  Il  suffît  de  signaler  cette  analogie,  qu'il  serait 
facile  d'approfondir  davantage  ;  ainsi  on  verra  aisément  que  les 
<lroites  du  complexe  sont  les  droites  normales  aux  trajectoires 
de  tous  leurs  points. 

Nous  remarquerons  seulement  que,  si  l'on  se  reporte  à  la  théo- 
rie du  mouvement  d'un  solide,  on  peut  obtenir  une  forme  réduite 
très  simple  de  l'équation  du  complexe.  Faisons  en  effet  un  chan- 
gement d'axes  de  coordonnées,  en  prenant  comme  axe  des  :;  l'axe 
du  mouvement  hélicoïdal  :  on  aura,  dans  ce  cas,  pour  Vj^,  t^j,  r- 
des  expressions  de  la  forme 

p.f  =  —  CjK,         t^j  =  Cx.         Vz  =  F 

et,  j)ar  conséquent, 

A  =  B  =  D  =  E  =  o. 

L'équation  du  complexe  se  réduira  alors  à 

CN-t-FZ=:o. 

Revenant  au  cas  général,  ajoutons  enfin  que  Ton  n'aura  pas  entre 
les  constantes  A,  B,  G,  D,  E  la  relation 

AD^BE  +  GF  =  o, 

si  ce  n'est  dans  le  cas  particulier  où  la  vitesse  d'un  point  quel- 
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conque  du  corps  est  perpendiculaire  à  la  direction 

X  _  y  _  z 

c'est-à-dire  où  le  mouvement  se  réduit  à  une  rotation. 

20.  Une  classe  intéressante  de  courbes  gauches  est  formée  par 
les  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe  li- 
néaire donné.  Nous  les  rencontrerons  plusieurs  fois  dans  la  suite. 
En  supposant  les  coordonnées  x^  y,  z  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre,  les  tangentes  de 
cette  courbe  appartiendront  au  complexe  linéaire  représenté  par 
l'équation  (i  i)  si 

(   A  (y  dz  —  z  dj)  -^  h  {  z  dx  ~  X  dz  ) 

(  -^C{t  dy—ydx)-{-D  dx-\-E  dy -hF  dz  =  o, 

puisque  X,  Y,  Z  sont  en  chaque  point  de  la  courbe  proportion- 
nels à  dx,  dy,  dz.  Un  exemple  de  courbes  dont  les  tangentes 
appartiennent  à  un  complexe  linéaire  nous  est  fourni  par  la  cu- 
bique gauche.  On  sait  que  la  cubique  gauche  est  l'intersection 
de  deux  surfaces  du  second  degré  ayani  une  génératrice  commune. 
Prenons  deux  quadriques  ayant  en  commun  l'axe  des  :•, 

Aa72+  A'j^2_j_  Q^Byz  -+-  i  B'zx  +  iW  xy  +  iDx  -^  lEy  =  o, 
a  x'^ -\-  a' y^ -\-  ib yz  -\-  ib'  zx  -\-  ib"  xy  -\-idx  4-  ie y  =  o  ; 

coupons  la  cubique  par  le  plan  y  :=  ax.  On  voit  que  les  coordon- 
nées x^  y,  z  s'exprimeront  en  fonctions  rationnelles  de  cl,  sous  la 
forme  suivante 

Pi(a)'  -^"PiCa)'  ^        Pi(a)' 

les  P  désignant  des  polynômes  du  troisième  degré  en  a.  Récipro- 
quement d'ailleurs,  une  courbe  gauche  donnée  par  les  équations 
précédentes  sera  une  cubique  gauche. 

Montrons  que  les  tangentes  de  cette  courbe  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire.    Pour  cela,  il    faut  faire   voir  que    l'on  peut 
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trouver  six  constantes  A,  B,  . . . ,  F  telles  que  la  relation  (12)  soit 
vérifiée.  Or  on  a 


le  numérateur  sera  un  poljnônie  du  quatrième  degré  en  a.  Pa- 
reillement 

p,  p'  p'  p 

X  dy  —  y  dx  =  — — —çr^ — ^ — ^-  doi, 
'  1 

le  numérateur  étant  toujours  au  plus  du  quatrième  degré  en  a. 
En  faisant  les  substitutions  de  ces  expressions  et  des  analogues 
dans  le  premier  membre  de  (12),  nous  avons  à  égaler  identique- 
ment à  zéi'o  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Nous  aurons  ainsi 
cinq  relations  homogènes  et  linéaires  entre  A,  B,  ...,  F  dont 
les  rapports  pourront  par  suite  être  déterminés.  Nous  pouvons 
donc  dire  que  les  tangentes  à  une  cubique  gauche  appartien- 
nent à  un  complexe  linéaire.  Ce  résultat  a  été  donné,  sous  une 
forme  différente,  par  Gliasles. 
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CHAPITRE  XII. 

THÉORIE  DU  CONTACT.  -  COURBURE. 


I.  —  Contact  des  courbes  planes 

1 .  Soient  C  et  G^  deux  courbes  planes  ayant  un  point  commun  M 
qui  est  pour  l'une  et  l'autre  un  point  simple.  On  dit  que  ces  deux 
courj^esont,  aupoinlM,  un  contact  d'ordre  /i,  lorsque,  à  un  point  A 
de  C  infiniment  voisin  de  M,  on  peut  faire  correspondre  sur  G'  un 
point  A'  infiniment  voisin  de  M  et  tel  que  la  distance  AA'  soit  un 
infiniment  petit  d'ordre  n  +  i  relativement  à  l'arc  MA,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  la  corde  MA. 

Gherchons  les  conditions  qui  expriment  que  les  deux  courbes  (> 
et  G^  ont,  au  point  M,  un  contact  d'ordre  n.  Soit  la  première  courbe 
représentée  par  les  deux  équations 

^=/(0,        J  =  F(0, 

le  point  M(^07  JKo)  correspondant  à  t^t^.  On  suppose  la  repré- 
sentation telle  quc/'(^o)  et  F'(^o)  "^  soient  pas  nuls  tous  les  deux, 
ce  qui  est  permis  puisque  le  point  M  est,  par  bvpothèse,  un  point 
simple  de  la  courbe.  Semblablement  la  courbe  G/  sera^idéfinie  par 
les  équations 

on  a  ^0=  'f  ('^o)î  JKo  =  *ï^(^'o)>  et  on  suppose  que  'f'(^^o)  et  ^\u^) 
ne  sont  pas  nuls  tous  deux. 

Pour  établir  une  correspondance  entre  les  points  de  G  et  de  G' 
voisins  de  M,  considérons  u  —  u^^  comme  fonction  de  ^  —  t^^  et 
supposons  qu'on  puisse  développer  u  —  u^  suivant  la  formule  de 
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Tajlor 

Tout  d'abord  la  corde  MA  est  d'ordre  de  t  —  /„•  On  a  en  effet 

MA'-  [/(O  -/(^o)?  +  [F(0  -  F(^o)?; 

la  partie  principale  du  second  membre  sera  donc,  en  développant 
chaque  terme  par  la  formule  de  Tajlor, 

le  coefficient  de  t  —  to  n'étant  pas  nul,  MA  sera  de  l'ordre  de  t  —  l^). 
Nous  avons  donc  à  exprimer  que  AA'  est  d'ordre  n  -h  i  par  rap- 
port à  t  —  Iq. 

Gela  étant,  puisque 

nous  devons  écrire  que  x' —  x  el y'  —  y  sont  d'ordre  n  +  i  rela- 
tivement à  t  —  ^0  5  ces  conditions  nécessaires  sont  évidemment 
suffisantes.  Or  les  coordonnées  x  et  >',  ainsi  que  ^'etj^',  peuvent 
être  développées  suivant  la  formule  de  Tajlor 

x'=  o{uo)-i-(u  —  Uo)o'{uo)-i (u—  Uoy-(^"{uo)  + 

Remplaçons  dans  la  seconde  ligne  u  —  Uq  par  son  développe- 
ment (i),  et  exprimons  que  les  n  premiers  coeflîcients  dans  la  dif- 
férence x' —  X  sont  nuls,  en  remarquant  que  le  [)remier  terme  dis- 
paraît de  lui-même  puisque  /(^o)  =  ^(«o)-  Nous  avons  ainsi 
n  équations  où  figurent  les  /i  inconnues  \^ ,  X2,  . . .  ,  \,i.  Ce  sont 

^i?'(t«o)— /'(^o)  =  o, 


La  différence  jk'  —  y  nous  donne  aussi  n  équations  qui  ne  diffè- 
rent de  celles-ci  que  par  le  changement  de  /et  cp  en  F  et  <ï>.  On  a 
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donc 

Xi*'(«o)-F'(^o)  =  o, 


En  résnmé,  nous  avons  2.n  équations,  pour  déterminer  les  /i  in- 
connues X,,  ).2  7   •  •  •  ,  ^Vi- 

Il  y  a  donc  n  équations  de  condition  qui  doivent  être  vérifiées 
))ar  les  /?  premières  dérivées  des  fonctions/,  F  et  cp,  <I>,  pour  t  =  t^^ 
et  u  =  Uq.  Ces  conditions  peuvent  s'obtenir  par  un  calcul  très  ré- 
gulier. Comme  o'{uo)el^' {uq)  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  nous  sup- 
poserons, pour  fixer  les  idées,  cp'(«o)^o.  On  considère  alors  le 
premier  système  d'équations  ^  la  première  équation  donne  )., ,  la  se- 
conde donnera  I2  et  ainsi  de  suite,  sans  qu'on  soit  jamais  arrêté, 
carie  coefficient  du  nouveau  1  qu'on  veut  déterminer  est  toujours 
'j>'{ifo).  On  portera  ensuite  les  valeurs  trouvées  de  l^,  Ào,  .  •  . ,  A,/ 
dans  le  second  système  et  on  aura  les  n  conditions  cherchées. 

Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  générale,  la  solution  du  problème 
du  contact. 

2.  Faisons  à  ce  sujet  diverses  remarques.  En  comparant  les  pre 
mières  équations  de  chaque  groupe,  on  trouve 

f'ih)         cp'(^^o)' 

ainsi  les  deux  courbes  ont  en  M  la  même  tangente;  ce  résultat 
était  évident  a  priori. 

Comparons  maintenant  les  arcs  MA  et  MA'.  Les  parties  princi- 

2       - — —2 

pales  de  MA    et  MxV'  sont 

(t-hnrKh)-^^'-'{h)i     {u-u,y[^'^^{a,)-\-%'\u,)]. 

La  dernière  expression  peut  se  remplacer  par 
le  rapport  de  ces  deux  expressions  est  donc 
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qui  est  égal  à  l'unité,   d'après  la  première  équation   de  l'un  et 
l'autre  système  écrit  plus  haut.  Nous  en  concluons  que 

,.      MA 

l>mj^,=i. 

11  en  résulte,  ce  qui  d'ailleurs  devait  être  par  raison  de  symétrie, 
que  AxV  est  du  même  ordre  infinitésimal  par  rapport  à  MA  et 
à  MA^ 

3.  Dans  les  applications,  il  arrivera  rarement  que  les  courbes  C 
et  G'  soient  données  sous  la  forme  très  générale  que  nous  avons 
adoptée.  Un  premier  cas  particulier  est  celui  où  la  fonction  ^(u) 
n'est  autre  chose  que f(u)^  avec  UQ=ztQ.  Les  deux  courbes  sont 
alors  données  par  les  équations 

(C)  {--/(-), 

(  r  =  *  (  «  )• 

Les  conditions  de  contact  vont  se  simplifier.  En  supposant 
f'i^o)  7^  o,  la  première  éc[uation  du  premier  système  donne  X,  =:  i 
et  les  autres 

Les  équations  de  condition  sont  alors 

Donc,  pour  que  les  deux  courbes  aient  au  point  M  un  contact 
d'ordre  /z,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  fonctions  F  et  <ï>  et 
leurs  n  premières  dérivées  soient  égales  pour  t=^  u  ^z:z  ^y. 

Un  cas  plus  simple  encore  est  celui  où  les  deux  courbes  soni 
définies  par  les  deux  équations 

Les  conditions  pour  que  le  contact  soit  d'ordre  ii  se  réduisent  à 

¥{x,)  =  ^{x,\       F'(^o)  =  *'(.^o),        .  . .  ,       F'^'')(^o}  =  *''''(^o). 
C'est   sous   cette   forme   que   Lagrange   a   traité  la  question  du 

P.    -    I.  31 
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contact  des  courbes.  Considérons  les  deux  courbes  G  et  G  passant 
par  le  point  M(^0)  yo)'  Si  nous  donnons  à  ^  à  partir  de  Xq  un  ac- 
croissements —  ^05  les  coordonnées  des  points  des  deux  courbes, 
qui  ont  pour  abscisse  s,  sont  exprimées  par  les  développements 

7  =  F(^o)  +  (^  -  ^o)  F'(^o) +. . .+ ^^;^=^  F(«)(:ro) +. . . , 

Y  =  «î>(a'o)  +  (a^  -  ^o)*'(^o) -H.  . .+ ^f^=^^' *'"U^o) +- . . . 

Dans  ces  deux  séries  les  fi  premiers  coefficients  sont  les  mêmes  ; 
la  différence  Y — y  des  ordonnées  est  donc  un  infiniment  petit 
d'ordre  n  -+- 1  par  rapport  k  œ  —  Xq.  Ainsi,  dans  le  mode  de  corres- 
pondance actuel,  que  Lagrange  se  donnait  a/>/f0/7*,  on  prend  pour 
points  correspondants  des  deux  courbes  les  points  qui  ont  même 
abscisse  (on  suppose,  bien  entendu,  que  la  tangente  en  M  n'est 
pas  parallèle  à  l'axe  des  j').  Remarquons  que,  si  7i  est  pair,  la  dif- 
férence Y  — y  change  de  signe  avec  x  —  ^o  5  donc,  si  deux  courbes 
ont  en  un  point  un  contact  d'ordre  pair,  elles  se  traversent.  Le  con- 
traire a  lieu  quand  le  contact  est  d'ordre  impair. 

4.  Voici  une  dernière  forme  des  conditions  de  contact  qui  est 
d'un  usage  fréquent.  Supposons  que  la  première  courbe  soit  dé- 
finie par  l'équation 

l'autre  par  les  relations 

€t  que  les  deux  courbes  aient  le  point  commun  (^o,  JKo)  corres- 
pondant à  t  =z  t(^. 

Si  nous  remplaçons  œ  par/(^)  dans  ).(s,  j),  l'équation 

Mf{t),y]  =  o 

définit  une  certaine  fonction  y=^^(t)^  se  réduisant  à  jo  po^'i' 
/  =r  tQ.  On  peut  alors  concevoir  la  première  courbe  comme  définie 
par  les  équations 

et  appliquer  les  conditions  de  contact  trouvées  précédemment  : 
les  deux  fonctions  F{t)  et  ^{l)  auront  mêmes  dérivées  jusqu'à 
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l'ordre  /2,  pour  ^  =  ^q,  d'où  résulte  que  les  deux  fonctions 

X[/(0,  F(0]        et        l[f{t),  *(0] 

auront  aussi  mêmes  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  pour  t  =  Iq.  Or, 
cette  dernière  fonction  étant  identiquement  nulle,  il  en  sera  de 
même  de  ses  dérivées.  Par  conséquent,  la  fonction  \[f(^t)^¥  {t)\ 
et  ses  dérivées  jusqu^ à  V ordre  n  s^ annulent  pour  t  =  ^q,  et  ces 
conditions  nécessaires  pour  le  contact  d'ordre  n  sont  en  même 
temps  suffisantes.  La  remarque  précédente  sera  d'une  application 
constante. 

5.  Une  notion  importante  est  celle  des  courbes  osculatrices. 
Supposons  cjue  nous  ayons  une  famille  de  courbes 

dépendant  de  /'  paramètres  arbitraires  a.  On  peut  se  proposer  de 
déterminer  ces  paramètres  de  façon  que  la  courbe  précédente  ait, 
en  un  point  donné  d'une  courbe  donnée,  le  contact  d'ordre  Je 
plus  élevé  possible  avec  cette  dernière.  Si  n  est  l'ordre  de  con- 
tact, il  faudra  satisfaire  à  /i  -f-  i  équations  de  conditions  ;  donc, 
on  choisira,  dans  le  cas  général,  n  -{-  i  =  /',  pour  déterminer  tous 
les  paramètres.  Le  contact  est  alors  de  l'ordre  r —  i  ;  la  courbe 
ainsi  déterminée  est  dite  osculatrice  à  la  courbe  donnée. 
En  premier  lieu,  prenons  les  droites 

y  —  a^x  —  «2  =  0. 

La  courbe  est  donnée  par  les  expressions  de  ^  al  y  en  fonction 
d'un  paramètre  t.  Pour  le  point  de  cette  courbe  correspondant  à 
la  valeur  t  du  parainètre,  le  contact  sera  du  premier  ordre  si 

y  —  a^x  —  «2  =  0, 
dy  dx 

la  droite  obtenue  est  la  tangente  à  la  courbe.  Le  contact,  en  gé- 
néral, sera  du  premier  ordre;  à  quelle  condition  serait-il  du  se- 
cond ordre?  Il  faudra,   en  plus  des  équations  précédentes,  que 

d'^y  d-  X 
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et,  par  conséquent,  on  aura 

dx  dy 

Tt  ~dt 

d- X  d^y 

,  ~dt^  ~dt^ 

C'est  donc  seulement  pour  les  points  de  la  courbe,  vérifiant  la 
relation  précédente,  que  le  contact  de  la  tangente  sera  du  second 
ordre  ;  ce  sont  les  points  d^ inflexion. 

Considérons,  en  second  lieu,  l'équation  générale  d'un  cercle 

avec  les  trois  paramètres  «,  ^,  R.  On  pourra  les  choisir  de  manière 
à  avoir,  en  un  point  arbitrairement  donné  sur  la  courbe,  un  con- 
tact du  second  ordre.  On  devra  avoir 


{x-ar-^{^y-hy- 


)X} 


^dx        ,  ^    dy 


{x  —  a) 


d'^x 


{y -à) 


d'~y 

Tir- 


\di 


m- 


Les  deux  dernières  équations  donnent  les  coordonnées  (r/,  />) 
du  centre  du  cercle  osculateur,  et  ki  première  fait  connaître  sou 
rayon. 

Le  centre  du  cercle  osculateur  est  situé  sui^  la  normale,  au 
point  où  cette  droite  touche  son  en^^eloppe.  Prenons,  en  effets 
l'équation  de  la  normale 

On  obtiendra  le  point  où  elle  touche  son  enveloppe  enjoignant 
à  celte  équation  l'équation  dérivée  par  rapport  à  /, 


,  - ,  .d'^x        .  _,  ^  d^-y 


clx\^ 

~di 


Ces  équations  sont  les  mêmes  que  les  précédentes  en  y  faisant 
X  =  <:/,  Y  :=  6,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si,  en  particulier,  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme 

y  =  Y{x), 
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on  aura,  pour  les  coordonnées  a  et  h  du  centre  du  cercle  oscula- 
teur  au  point  ^o? 

^0— «4-(7o  — ^)F'(^o)  =  o, 
(  jKo  -  h)  P-(^O)  +  I  -+-  [F'(^o)]2  -  o. 

La  dernière  équation  montre  que^^o —  ^  est  de  signe  contraire 
à  Y\xq).  Or,  si  F'(^o)>  o,  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
les  jK  positifs  ;  j,, —  b  est  alors  négatif,  c'est-à-dire  que  le  point 
(a,  b)  est  du  même  côté  que  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente 
dans  le  voisinage  du  point  considéré.  La  même  conclusion  subsiste 
siF^(^o)<o. 

Démontrons  enfin  que  le  cercle  osculateur  en  un  point  (^o?JKo) 
d'une  courbe  est  la  position  limite  dUin  cercle  passant  par  ce 
point,  et  deux  autres  points  infiniment  voisins.  Soient,  en  effet, 
^05  h-\-h^,  to-\- ho  les  valeurs  de  t  correspondant  à  ces  trois 
points  ;  h^  et  ^2  tendront  vers  zéro  d'une  manière  arbitraire.  En 
posant 

on  a 


■équations  qui  peuvent  s'écrire 


X(^o)  =  o, 
— h, =  ^' 


lito)  =  6, 


h. 
Elles  deviennent,  en  développant, 


>^'(^o)-i-  ^V'(^o)-f-.-.=  o, 
X"(^o)+^^^X"'(^o)+...=  o;        - 

et  pour  A,  =z  A^  =z  o,  on  a 

X(^o)  =  o,         X'(^o)  =  o,         X"(^o)  =  o. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  équations  qui  donnent  le  cercle  oscu- 
lateur. 

6.    Cherchons  l'expression  du  ra^'on  du  cercle  osculateur.  En 
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résolvant  les  deux  équations  en  x  —  a  ei  y  —  h  et  portant  dans 
l'expression  de  R-,  on  trouve  de  suite 


R2  = 


^f'^)^] 


m 


En  un  point  d'inflexion,  Il  est  infini  ;  le  cercle  osculateur  se 
réduit  à  la  tangente,  qui  a  alors,  comme  nous  Tavons  dit,  un 
contact  du  second  ordre  avec  la  courbe. 

II.  —  Courbure  des  courbes  planes.  —  Développées 
et  développantes. 

7.  Au  cercle  osculateur  se  rattache  immédiatement  la  notion 
de  la  courbure  d'une  courbe  plane.  Reprenons  auparavant  les 
formules  précédemment  obtenues,  en  introduisant  explicitement 
les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  la  courbe. 

On  a,  comme  nous  l'avons  dit, 

dx  dy 

ds  '  ds 


a  et  (3  désignant  les  cosinus  des  angles  faits  par  la  tangente 
courbe,  prise  dans  le  sens  des  arcs  croissants,  avec  les  axes  d 
coordonnées.  L'équation  de  la  normale  s'écrit  alors 


a  VA 

e 


(X_^)a  +  (Y-r)3  =  o; 

et,  pour  avoir  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur,  il 
faut  adjoindre  l'équation 

(X  —  a-)  ^a  -+-  ( Y  —y)  dfj  -  ds  =  o. 

Puisque  a  ch.  -f-  |3  f/p  ==.  o,  nous  pouvons  modifier  la  première 
équation,  et  nous  avons  alors  le  système 

,  (   {^-oc)d<^-{\-y)d^=o, 

et,  par  suite,  en  faisant  la  somme  des  carrés. 


THÉORIE  DU  CONTACT.  —  COURBURE.  827 

Dans  les  calculs  qui  \ont  suivre,  R  va  être  considéré  comme 
une  quantité  essentiellement  positive.  Introduisons  maintenant 
les  cosinus  directeurs  a'  et  ^'  de  la  demi-droite  MI  qui  va  du 
point  M  de  la  courbe  au  centre  I  du  cercle  osculateur  ;  nous 
aurons,  X,  Y  désignant   toujours  les  coordonnées  du  centre  I, 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  il  vient 

P'  dyi  —  a'  <^,3  =  o, 

a'  da-^^'  d'^  =  —; 
d'où 

^^  ds        R'  ds         R' 

Aux  deux  formules  précédentes,  il  est  utile  d'en  adjoindre  deux 
autres,  donnant  les  différentielles  de  a'  et  ^' .  Les  deux  équations 

donnent  en  effet  immédiatement 

a'=Xp,         ^'  =  -Xa,         (X  :=+,); 
par  suite 

^^^  ds   "       r'  ds   ~       R* 

Remarquons  que  la  quantité  désignée  par  \  sera  tantôt  égale  à 
H-  I,  tantôt  à  —  i  :  elle  sera  égale  à  -f-  [  quand,  MT  coïncidant 
avec  O^,  MI  coïncidera  avec  Oy\  elle  sera  égale  à  —  i  si,  dans 
les  mêmes  conditions,  MI  coïncide  avec  le  prolongement  de  Oy. 

8.  Les  formules  fondamentales  (3)  et  (4)  obtenues,  passons  à 
la  définition  de  la  courbure  d'une  ligne  plane.  Soient  le  point  M 
sur  la  courbe  et  M'  un  point  infiniment  voisin  ;  nous  menons  les 
tangentes  MT  et  M'T';  soit  s  leur  angle  infiniment  petit.  Le  rap- 
port 


arc  MM' 
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est  dit  la  courbure  moyenne  de  Varc  MM',  et  sa  limite  est  dite 
la  courbure  de  la  courbe  en  M. 

La   courbure  est  l'inverse  d'une  ligne.  On  appelle  celle-ci  le 

rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  au  point  M.  Calculons  —,  ou,  ce 

qui  reviendra  au  même  pour  passer  à  la  limite,  ■^^.   Les  cosinus 

*  '       A5 

directeurs  de  la  tangente  en  M'  seront  a  -f-  Aa  et  [B  +  Ap  ;  donc 

sin 2s  _  (g  A3  —  ^  Ast')^ 

et,  par  suite. 

Nous  transformerons  le  second  membre  en  employant  l'identité 

(a  c?P  -  (3  û?a)2  =  («2+  ^2)  (^3c2^_  ^^2)  _  (a  d^  +  (3  ^^;2, 
et,  comme  a-+  [3-  =  1 ,  il  en  résulte 

p2  ~  \dsi  "^  v^s/  * 

En  nous  reportant  à  l'expression  du  rayon  du  cercle  oscula- 
teur,  nous  voyons  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  au  rayon 
du  cercle  osculateur.  Aussi  le  centre  du  cercle  osculateur  en  un 
point  est -il  appelé  le  centre  de  courbure  de  Ja  courbe  en  ce 
point. 

9.  Les  centres  de  courbure  d'une  courbe  plane  forment  une 
courbe  remarquable  étudiée  par  Huygens,  qui  lui  a  donné  le  nom 
de  développée.  La  développée,  d'après  ce  qui  a  été  vu  plus  haut, 
est  aussi  l'enveloppe  des  normales.  Une  propriété  fondamentale 
de  la  développée  est  relative  à  la  longueur  de  son  arc.  Soient 
(x^^yO  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  au  point  M(^,j-) 
de  la  courbe  ;  on  a 

37,  =  37-1- R  a',         j)/i=j)/+R[3', 

d'où,  en  différentiant  et  tenant  compte  des  formules  (4), 
r/.rt  =  a'6^R,         dyx  =  ^'d\\\ 


THÉORIE  DU  CONTACT.  —  COURBURE.     .  829 

donc,  en  appelant  Si  l'arc  de  la  développée, 

Tant  que  le  rajon  R  varie  dans  le  même  sens,  en  comptant  les 
arcs  dans  un  sens  convenable  sur  la  développée  F,  on  aura 

dsi  =  dK. 

Ainsi,  si,  de  M  en  M',  R  varie  dans  le  même  sens, 

s\  —  si  =  IV— R. 

L'arc  11'  de  la  développée  est  donc  reclifiable  (/ig-  i6);  il  est 
égal  à  la  différence  M'F — Ml.  On  ne  devra  pas  oublier  que  le 

Fig.  16. 


résultat  précédent  suppose  essentiellement  que  le  rayon  de  cour- 
bure varie  dans  le  même  sens  quand  on  va  de  M  en  M'. 

On  peut  encore  traduire  la  propriété  de  la  développée  sous  la 
forme  géométrique  suivante.  Imaginons  qu'un  fil  soit  enroulé 
sur  la  développée  F,  à  partir  d'un  point  arbitraire  A,  et  s'en  dé- 
tache au  point  F  pour  suivre  la  tangente  FM'.  On  coupe  ce  fil 
en  M'  et  on  l'enroule  sur  la  courbe  F  en  le  maintenant  toujours 
tendu  ;  son  extrémité  libre  décrira  la  courbe  C. 

Réciproquement,  la  courbe  G  est  dite  la  déi^eloppante  de  la 
courbe  F.  Prenant  une  courbe  arbitraire  F,  si  l'on  porte  sur 
chaque  tangente  à  cette  courbe  une  longueur  IM  =  1,1  étant  dé- 
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finie  par  la  relation 


const, 


OÙ  s  est  l'arc  Al  de  la  courbe  comptée  à  partir  d'une  origine  A 
arbitraire,  le  lieu  du  point  M  sera  une  courbe  normale  aux  tan- 
gentes de  la  courbe  T. 

Une  courbe  a  une  infinité  de  développantes  qui  correspondent 
aux  diverses  valeurs  de  la  constante;  ces  développantes  sont  des 
courbes  parallèles. 


10.  Nous   avons   trouvé,  pour  le  rajon  de  courbure,  l'exprej 


si  on 


[-{£)■] 


en  prenant  pour  11  la  valeur  absolue  du  second  membre.  Nous 
avons  dit  que  cette  expression  offre  une  particularité  intéressante 
pour  un  point  d'infiexion  ;  le  dénominateur  s'annulant,  le  rayon 
de  courbure  est  infini.  Le  cas  où  le  point  considéré  de  la  courbe 
est  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  est  digne  aussi 
de  remarque.  Pour  un  tel  point  supposé  placé  à  l'origine  des 
coordonnées,  avec  Taxe  des  x  pour  tangente,  on  a 

~  restera  donc  fini  pour  x  =  o^  mais  -—^  deviendra  infini.  On 
a  donc,  en  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce,  R  =  o. 
La  développée  d'une  courbe  passe  donc  par  ses  points  de  re- 
broussement de  première  espèce. 

Cherchons,  d'une  manière  générale,  la  relation  entre  le  rajou 
de  courbure  d'une  courbe  et  celui  de  sa  développée  au  point  cor- 
respondant. Les  angles  dont  tournent  les  tangentes  à  l'une  et 
l'autre  courbe  étant  les  mêmes,  on  a,  en  désignant  par  p  le  rajon 
de  courbure  de  la  développée, 

p_  ^  dsj, 
R        ds  ' 

en  prenant  la  valeur  absolue  du  second  membre  ;  mais,  puisque 
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ds^  =  dl\,  nous  pouvons  écrire 

'  as 

en  prenant,  dans  le  second  membre,  la  valeur  absolue  de  —  ?  si 

Ton  veut  avoir  p  positif.  Une  conclusion  intéressante  découle  im- 
inédiatement  de  cette  formule.  Quand  le  rayon  de  courbure  passe 
par  un  maximum  ou  un  minimum,  on  a 


dn 
et,  par  suite, 


ds 


La  développée,  ayant  un  rayon  de  courbure  nul,  aura  donc,  en 
général,  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce.  On  peut 
vérifier  cette  conclusion  sur  la  développée  de  l'ellipse;  pour  les 
sommets  de  l'ellipse,  son  rayon  de  courbure  passe  par  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  et  dans  la  développée  correspond  un  point 
de  rebroussement.  On  vérifiera  aussi  que  l'arc  de  la  développée, 
qui  comprend  un  point  de  rebroussement,  n'est  plus  égal  à  la  dif- 
férence des  rayons  de  courbure  extrêmes  de  la  courbe  initiale,  ce 
qui  justifie  la  restriction  sur  laquelle  nous  avons  insisté  plus  haut. 

11.   Reprenons  les  formules.(3)  et  (4)  du  §  7  : 


d(x        a! 

d^^ 
ds  ~ 

d<x'             a. 
TÎJ  ~~  ÏÏ' 

d^' 
ds    ~ 

~      R 

On  a  d'ailleurs 

les  signes  se  correspondant. 

Ces  formules  permettent  de  traiter  un  problème  intéressant. 
Supposons  que  l'on  se  donne  l'expression  du  rayon  de  courbure  R 
en  fonction  de  l'arc  s,  et  cherchons  à  déterminer  la  courbe.  On 

aura 

d(a-hioc')        ol' — la.  /.        / \ 

ds     =-R-     ('  =  */-'). 
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OU,  en  posant  a  +  «a'=  u^ 

du  lu 

ds  '^~  '\\  ' 
donc 

du  .ds 

par  suite 


u        -'W 


-if  — 
u  =  Ce    "^  '^         (G  désignant  une  constante) 

et,  en  posant  C  =  \-}-Bi  elf  ^  =  cr  (cr  sera  une  fonction  dé- 
terminée de  5), 

a+ «a' =:  (A-i- tB)(cosa  — îsina). 

Nous  obtenons  donc 

a  =  A  cosa  -h  B  sincr, 
a'=  B  cosa  —  A  sin  j; 

et,  puisque  a-  +  a'^  ~  i ,  il  faudra  (jue  A^  H-  B-  =  i . 

Telle  est  la  solution  générale  du  problème;  pour  [3  et  p',  on 
prendra 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point  de  la  courbe, 
pour  axe  des  x  la  tangente  et  pour  axe  des  y  la  normale  :  on  aura 

a  =  i,       a' =  o         pour         s  =  1  =  o] 

nous  prendrons  alors 

A  =  I,        B  =  o, 

et  par  suite 

a  =  cos  a,  a'  =  —  sin  a. 

Si,  de  plus,  on  veut  que 

p  =  o,      P'  =  I        pour        5  =  0, 

on  devra  prendre 

p  =  sina,  p'  =  cosa. 

Cherchons  enfin  les  valeurs  de  a:  et  y.  Des  relations 

dx  =  a  ds,         dy  =  \^  ds 
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on  conclut 


ce  =  I     cos  :;  ds,         y=  j     sin<i  ds, 

«^0  «^0 


formules  qui  résolvent  le  problème  à  l'aide  de  trois  quadratures. 
Soit,   comme  application,  R   constant  et  égal  à  Rq  ;   on   aura 
alors 


'=y 


=        cos  -^  ds,        y  =   l    sin  ^  ds  ; 


donc 


s  s 

X  =  Hsln  —,         y  =  —  R  cos  — 


la  courbe  sera  le  cercle  représenté  par  l'équation 

:P2+(JK—  R)2=    H2. 

Le  cercle  est  donc  la  seule  courbe  plane  dont  le  rajon  de  courbure 
soit  constant,  résultat  que  donnerait  immédiatement  d'ailleurs  le 
théorème  relatif  à  la  développée.  Dans  celle-ci,  en  effet,  la  lon- 
gueur de  l'arc  sera  nulle  et  elle  se  réduira  à  un  point. 


et 


Comme  seconde  application,  soit  t^  =  -^  [j- 5.  Nous  aurons  a-=[j..ç-, 

X—  I     cos  {[i  s"^)  ds,     .    y  =2  I     s'in  ([xs'^)  ds. 

Ces  quadratures  ne  peuvent  être  eOèctuées,  mais  il  est  néan- 
moins facile  de  construire  la  courbe  en  se  rappelant  que,  lorsque 
s  augmente  indéfiniment,  ces  deux  intégrales  tendent  vers  une 
limite  (Ghap.  1,  §  16).  La  courbe  se  compose  de  deux  branches 
symétriques  relativement  à  l'origine  et  tournant  chacune  autour 
d'un  point  asvmptote. 

12.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  la  courbure 
des  courbes  planes,  en  donnant  une  construction  géométrique  du 
centre  de  courbure  en  un  point  d'une  ellipse  (/ig»  17).  Menons 
les  normales  en  M  et  au  point  infiniment  voisin  M';  soit  O  leur 
point  de  rencontre.  En  posant 


FMO:=F'MO  =  a         et         F'M'O 
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et  désignant  par  Ô,   F  et  F  les  angles  MOM',   MFIVf ,  MT^Sl, 


on  a 


d'où 


F  H-  a  =  0  -f-  a', 
F'4-a'i=  O  +  a, 


F  +  F'  =  2  0, 


et,  en  divisant  par  As  =  arcMM', 


A.Ç        A^  ~    A^ 

Quand  W  se  rapproche  de  M,  le  second  membre  tend  vers  - 

R 

Fis.  IT. 


R  étant  le  rajon  de  courbure  de  l'ellipse  en  M.  D'autre  part,  ]; 
considération  du  triangle  FMM'  donne  de  suite 


/\ 
,.      F         cosa  ,-— - 

A^  r  ^  ^' 


et  pareillement  on  a 


T<:> 


,.     F'        cosa'  — - — 

A^  r  ^  ' 


Nous  avons  donc  la  formule 


—  =  cosa 


ou  enfin 


(;-^^) 


Osc^ 


/i  t  t 


9  a 


1         a  cosa 


la  désignant  le  grand  axe  de  l'ellipse. 
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A  la  place  du  produit  rr' ^  introduisons  la  longueur  MN,  N  étant 
le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  le  grand  axe.  On  a  im- 
médiatement 

MN        2r'cosa 


r  ia 

et,  par  suite,  on  obtient  la  formule 

cos^a 

A  l'aide  de  cette  formule,  on  justifiera  aisément  la  construction 
suivante  du  centre  de  courbure  au  point  M;  on  élève  en  N  la  per- 
pendiculaire à  MN,  et,  au  point  de  rencontre  K  de  cette  perpen- 
diculaire avec  MF,  on  élève  la  perpendiculaire  KO  au  rayon  vec- 
teur MF;  le  point  de  rencontre  O  de  cette  droite  KO  avec  la 
normale  MN  est  le  centre  de  courbure  cherché. 

III.  —  Contact  des  courbes  gauches.  —  Contact  des  courbes 
et  des  surfaces. 

13.  La  théorie  du  contact  de  deux  courbes  gauches  est  entière- 
ment semblable  à  celle  du  contact  des  courbes  planes.  Soient  (^ 
et  G' deux  courbes  gauches  ayant  un  point  commun  M;  on  dira 
qu'elles  ont  en  M  un  contact  d'ordre  /z,  lorsqu'à  un  point  A  de  C 
infiniment  voisin  de  M,  on  pourra  faire  correspondre  sur  C  un 
point  A'  infiniment  voisin  de  M  tel  que  la  distance  AA^  soit  d'ordre 
n  4-  I  relativement  à  la  corde  ou  à  l'arc  MA. 

Prenons  d'abord  d'une  manière  générale  les  deux  courbes  re- 
présentées par  les  équations 

(G)  -^=/(0,  7  =  9(0,  ^  =  W)\ 

(C)  x  =  Y{ii),      7-*(iO,      ^  =  w(îO; 

le  point  commun  M  correspond  à  t  =^  t^^  u  =  Uq.  On  suppose, 
comme  il  est  permis,  que  les  trois  dérivées/',  cp'  et  ^'  ne  s'annu- 
lent pas  simultanément  pour  t  =  tQ^  et  de  même  pour  F'(uq)^ 
^'(uo)etW'(uo). 

Nous  suivons  maintenant  la  même  marche  que  pour  les  courbes 
planes;  soit  encore 

II-  uq=  li(t  —  to)  H-  XaC^  — ^o)^  +  •.•-^>^«(^— ^o)"  +  --- 
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la  relation  entre  u  et  t  qui  définira  la  correspondance  entre  A  et  A'. 
Nous  devons  déterminer  les  coefficients  \  de  manière  que  x'  —  x, 
y'  —  y^  -' — ^soient  infiniment  petits  d'ordre  n -^  \  par  rapport 
à  t —  ^0.  Nous  avons  ainsi  trois  groupes  de  n  équations,  dont  j'é- 
cris le  premier 

XjF'(ï^o)— /'(^o)  =  o, 


.les  deux  autres  s'obtenant  en  remplaçant  respectivement  F  et  / 
par  <ï>  et  cp,  puis  par  W  et  '}. 

Les  trois  dérivées  ^'{uq),  ^^' {uq),  ^'("o)  n'étant  pas  nulles  à  la 
fois,  il  y  aura  au  moins  un  de  ces  groupes  qu'on  pourra  résoudre 
par  rapport  à  \^,  Xo,  ...,  Xn-  Si,  par  exemple,  ¥'{uq)  est  différent 
de  zéro,  on  pourra  se  servir  du  premier  groupe  :  la  première  équa- 
tion donnera  Ài,  la  seconde  lo,  et  ainsi  de  suite,  le  coefficient  de 
la  nouvelle  inconnue  à  déterminer  n'étant  jamais  nul,  puisqu'il 
est  toujours  égal  à  ¥' [uq). 

En  substituant  les  valeurs  ainsi  trouvées  de  À,,  ).o,  .  .  .  ,  A,;  dans 
les  deux  autres  groupes,  oji  aura  les  in  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  deux  courbes  aient  au  point  commun  M 
un  contact  d'ordre  n.  Le  même  calcul  que  plus  haut  montre  que 

I  .  MA      1,      .    ,  1-     . 

le  rapport  rr^,  a  1  unité  pour  limite. 

Dans  Ja  pratique,  les  équations  des  deux  courbes  pourront  être 
données  sous  une  forme  plus  simple.  Supposons,  par  exemple, 
que  la  fonction  F  coïncide  avec  la  fonction  /  et  que  /«=  Uq.  Les 
équations  des  deux  courbes  sont  alors 

^  =  F(a),         y  =  ^^iu),         z  =  W{u). 
On  a  d'ailleurs 

9(^o)  =  'ï'(^o)         et         ^{to)  =  W{to). 
Le  premier  groupe  d'équations  donne  alors 
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Par  conséquent 

Pour  que  les  différencesy  —  j  et  s'— ^  soient  d'ordre /z  +  i , 
on  voit  donc  de  suite  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  fonc- 
tions <ï>(w)  et  cp(^)  aient  mêmes  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  pour 
u=^  i  ==  ÉQ,  et  de  même  pour  W(u)  et  ^(t). 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  courbe  G'  soit  définie  par  les 
deux  équations 

Fi(^,r,  5)  =  o, 

Les  conditions  de  contact  d'ordre  n  avec  la  courbe  G, 

au  point  (xo,  j^o,  ^o)  correspondant  d  t=  Iq,  s'obtiennent  par  la 
même  règle  pratique  que  nous  avons  donnée  pour  les  courbes 
planes  :  dans  F,  et  Fo  on  remplace  œ,  y,  z  par/(^),  cp(7)  et^(^); 
les  deux  fonctions  ainsi  obtenues 

Fi[/(0,  ?(0,  ^(01         et         F2[/(0,  o(0,  ^(01 

doivent  s'annuler  pour  t  =  t^  ainsi  que  leurs  n  premières  dé- 
rivées. 

14.  Passons  maintenant  au  contact  d'une  courbe  et  d'une  sur- 
face. Etant  données  une  courbe  G  et  une  surface  S  ayant  un  point 
commun  M,  nous  dirons  que  la  courbe  et  la  surface  ont  en  ce 
point  un  contact  d'ordre  n,  lorsqu'à  un  point  A  de  la  courbe  G  in- 
finiment voisin  de  M  on  pourra  faire  correspondre  sur  la  surface 
un  point  A'  infiniment  voisin  de  M,  tel  que  la  dislance  AA' soit  un 
infiniment  petit  d'ordre  n  -f-  i  par  rapport  à  MA. 

Suivons  toujours  la  même  méthode.  Soient  la  courbe  G  définie 
par  les  équations 

et  la  surface  par  les  équations 
P.  —  I. 
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Soient  t  =  ùq,  u  =:  Uq,  v  =  Vq  les  valeurs  des  paramètres  don- 
nant le  point  commun  M.  On  suppose  que/'(^o),  'f'(^o)  ^^'^ih) 
ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  et  que  les  trois  déterminants  fonctionnels 
(i;o//'Chap.  XI,§i) 

D(F,  <!>)        D(<I>,  W)        D(W,  F) 
D(^.,  V)'      D(w,  ^)  '      D(w,  V) 

ne  s'annulent  pas  tous  trois  pour  u=  lioi  ^  =  i^o- 

Pour  établir  une  correspondance  entre  A  et  A',  nous  devons  dé- 
finir u  et  ç  en  fonction  de  t.  Soient  donc  les  développements 

((   -^   11^,=:   li{t  —  to)  ^  l^it  —  toY-^  ■   ■  ■  -^   Init—to)'^^...   , 

Écrivons  encore  que  chacune  des  différences  x' — ^,  y'  —  y  et 
-' — -  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n  +  i  par  rapport  k  t  —  t(^. 
Or  on  a 


F{uo,  (^o) 


et,  en  remplaçant  u—UoeH^—^^o  P^r  leurs  développemenls,  nous 
avons  à  annuler  dans  x' —  x  les  coefficients  des  n  premières  puis- 
sances de  t  —  to.  Il  vient  ainsi  un  premier  groupe  de  n  équations 


entre 

les 

2  11  inconnues 

^, 

>i 

dF 

+ 

ÔF 

-f(t^ 

))  = 

=  0, 

h 

ôF 

'  àuo 

-i- 

dF 

1 

1  .  2 

{- 

,()^F 

'  •  )  f^/n  \^\^   •  •  •  ?  l'-ni 


/)2  F  r)2  F  \ 

^>^i  !^i  T'A-  +  l^l  A)  -f"(fo)  =  o. 


On  a  de  la  même  manière  deux  autres  groupes  relatifs  k y' —  y 

et  à  5' —  z. 

Nous  avons  donc  in  équations  entre  2/1  inconnues.  Supposons, 

D(F    <î>) 
par  exemple,  que  le  déterminant  fonctionnel  p^^'  ^^  ne 


s  annuJe 


pas  pour  u  =  Uo,  v  =  ^o-  Les  deux  premiers  groupes  permettront 
de  déterminer  les  \  et  les  [Ji;  en  effet,  la  première  équation  du 
premier  groupe  et  la  première  du  second  groupe  permettent  de 
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déterminera,  et  [x,,  les  secondes  nous  donneront  ).2  et  Uo  et  ainsi 
de  suite,  sans  qu'on  soit  jamais  arrêté  puisque  le  déterminant  des 
équations  du  premier  degré  en  ).,•  et  u/  (i  étant  quelconque)  qu'on 

a  a  résoudre  est  toujours  ^-^ — \-  En  portant  les  valeurs  trouvées 
dans  le  troisième  groupe,  on  aura  les  n  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  C  et  S  aient  au  point  commun  M  un 
contact  cV ordre  n]  la  solution  de  la  question  est  donc  complète. 

15.    Les    résultats   sont   particulièrement   simples   lorsque,    la 
courbe  étant  définie  par  les  équations 

^=/(0,      y  =  o{t),       -3  =  6(0, 

la  surface  est  définie  par 

le  point  commun  correspondant  à  des  valeurs  ^o=?^o=^o  des 
paramètres.  Les  deux  premiers  groupes  donnent  dans  ce  cas 

Xi  =    I  ,  X,   —    Xg   =  .   .   .  =    X/j    =   (), 

[J.1  =   I  ,  ta,  =    fJlg  —  .   .   .  =:    JJ,,^  —   o  . 

Si  on  le  préfère,  on  peut  vérifier  immédiatement  que  ces  va- 
leurs prises  a  priori  s2iûsîoni  à  la  question;  ce  seront  les  seules, 
puisque  les  équations  en  X  et  ia  n'admettent  qu'un  système  de  so- 
lutions. On  a  donc 

II  —  U^=  f  —  to-\-ln+l(t—tQy^+^-^.  .  ., 

ç—  Vo=t  —  to^lx,,+i(t~toy'+^-h...; 
en  portant  ces  valeurs  dans 

W(u,  ç)-^^(t), 
les  termes  en  ^  —  ^^  jusqu'à  la  puissance  n  disparaîtront,  si 

W(t,t)-^(t), 

qui  s'annule  pour  t  ^  t^,  a  en  outre  ses  n  premières   dérivées 
nulles  pour  cette  valeur  de  t. 

Supposons  enfin  la  surface  représentée  par  l'équation 

F(r,  JK,  ^)  =  o. 
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Les  conditions  de  contact  s'obtiennent  par  la  même  règle  pra- 
tique que  nous  avons  donnée  pour  les  courbes  planes  :  dans  F  on 
remplace  ^,  j^,  ^  par  les  fonctions /(^),  cp(^)  el'b(t). 

La  fonction  de  t  ainsi  obtenue  s'annule  ainsi  que  ses  n  pre- 
mières dérivées  pour  t  =  Ùq,  si  la  courbe  et  la  surface  ont  en 
i^OT  yoy  ^o)  "ï^  contact  d'ordre  /?. 

16.  Faisons  quelques  applications  de  cette  théorie  du  contact 
de  deux  courbes  ou  d'une  courbe  et  d'une  surface.  Pour  une 
courbe  gauche  donnée  et  en  un  point  donné  de  cette  courbe,  la 
notion  de  courbe  ou  de  surface  osculatrice  appartenant  à  une  fa- 
mille dépendant  d'un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires  ne 
diffère  pas  de  la  notion  correspondante  pour  les  courbes  planes. 
On  cherchera  à  déterminer  les  paramètres  arbitraires  de  manière 
que  l'ordre  de  contact  soit  le  plus  élevé  possible  :  la  courbe  ou  Li 
surface  sera  dite  alors  osculatrice. 

Prenons  l'équation  générale  d'un  plan 

Ax-\-By-hCz-hD  =  o; 

il  dépend  de  trois  paramètres  arbitraires.  On  pourra  donc,  en  gé- 
néral, déterminer  un  plan  ayant  avec  une  courbe  donnée  en  un 
point  donné  un  contact  du  second  ordre.  En  appliquant  la  règle 
du  paragraphe  précédent,  on  aura 

dt  dt  dt 

.d'^x       ^d'-y       ^d^z 

le  paramètre  t  ayant  la  valeur  correspondant  au  point  considéré  M 
sur  la  courbe.  Ces  deux  équations  donneront  des  ^quantités  pro- 
portionnelles à  A,  B,  G,  et,  par  conséquent,  la  direction  du  plan 
osculateur  qui,  passant  par  M,  se  trouve  ainsi  complètement  dé- 
terminé. Nous  avons  déjà  rencontré  ce  plan  (Chap.  XI,  §  5),  en 
cherchant  à  faire  passer  par  chaque  point  d'une  courbe  gauche  un 
plan  dont  la  caractéristique  soit  la  tangente.  Nous  pouvons  donc 
dire  que  la  surface  enveloppe  des  plans  osculateurs  d\inc 
courbe  gauche  est  la  développable  formée  par  ses  tangentes. 
Le  conlact  du  plan  osculateur  avec  la  courbe  en  un  point  quel- 
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conque  est  du  second  ordre.  Ce  contact  peut-il  être  d'ordre  supé- 
rieur? Il  faudrait  pour  cela  que  l'on  eut 

dt^  dt^  dt^ 

Cette  équation,  rapprochée  des  équations  (6),  donne 

(7) 


dx  dy  dz 
c?2  X  d'^y  d-  z 
d^  X     d^-y     d^  z 


o, 


relation  qui  ne  sera  vérifiée  que  pour  certaines  valeurs  du  para- 
mètre t.  Les  valeurs  de  t  satisfaisant  à  cette  équation  donnent  sur 
la  courbe  des  points  où  le  contact  du  plan  osculateur  est  du  troi- 
sième ordre.  Ces  points  sont  analogues  aux  points  d'inflexion  des 
courbes  planes;  on  les  appelle  les  points  oà  le  plan  osculateur 
est  stationnaire. 

En  général,  le  plan  osculateur  à  une  courbe  en  un  point  est 
traversé  par  la  courbe.  En  effet,  désignons  par  A,  B,  C  les  coeffi- 
cients du  plan  osculateur  tirés  des  équations  (6),  c'est-à-dire 

_  dy  d^z        dz  d'^y 
~^  ~di  'dp-  ~  'di  ~dF  ' 

et  les  expressions  analogues  pour  B  et  C.  Les  coordonnées  x^  y,  z 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  sont  des  fonctions  du  para- 
mètre; si  l'on  donne  à  t  un  accroissement  très  petit  A,  on  aura, 
pour  des  valeurs  de  II  de  signes  différents,  des  points  qui  seront 
sur  la  courbe  de  part  et  d'autre  du  point  correspondant  à  la  valeur  t 
du  paramètre.  Ceci  posé,  soit  l'équation  du  plan  osculateur 

A(X  -x)-\-  B(Y  —y)  +  G(Z  -  :;)  =  o. 

Substituons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  ce  plan 
aux  coordonnées  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
infiniment  voisin  du  point  {x,  y^  ^),  à  savoir 

,.  ,  dx         1i^    d'-x  li^      cPx 

X  =  X  -h  h  ~ — \ 1 h . . . , 

di         1.2   df^         1.2.3    df^  ' 

et  de  même  pour  Y  et  Z;  le  résultat  de  substitution  sera 

h'  f.d'^  _^j,d:\r  _^^d'z 
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Si  le  point  n'est  pas  un  point  où  le  plan  osculateur  soit  stalion- 
naire,  le  coefficient  de  h^  ne  sera  pas  nul  et,  par  conséquent,  le 
signe  de  ce  résultat  de  substitution  sera  variable  avec  le  signe  de  h, 
c'esl-à-dire  que  le  plan  osculateur  traverse  la  courbe. 

Du  calcul  précédent  résulte  encore  que  la  distance  au  plan  oscu- 
lateur d'un  point  de  la  courbe,  infiniment  voisin  du  point  de  con- 
tact, est  du  troisième  ordre. 

Démontrons,  enfin,  une  dernière  propriété  du  plan  osculateur 
qui  pourrait  lui  servir  de  définition.  Ce  plan  peut  être  considéré 
comme  la  limite  d'un  plan  passant  par  un  point  M  d'une  courbe 
gauche  et  deux  points  infiniment  voisins  M'  et  M''  de  la  courbe, 
qui  tendent  vers  M  d'une  manière  quelconque.  Soit,  en  efTet, 

kx  -\-  By  -{-  G  ^  4-  D  =  o 

l'équation  d'un  plan.  Désignons  par  X(/)  le  résultat  de  la  substitu- 
tion dans  le  premier  membre  des  coordonnées  du  point  M.  Si  ^-|-// 
et  ^  4-  h'  désignent  les  coordonnées  de  M'  et  M",  les  résultats  de 
la  substitution  des  coordonnées  des  points  M' et  M'' seront  ).(/  +  //) 
et  A(^  -h  II').  Nous  avons  donc  les  trois  équations 

À(^)  =  o,  l{t  -i-  h)  =  o.         l{t  -\-  h')  =o. 

Par  des  combinaisons  analogues  à  celles  que  nous  avons  faites 
pour  démontrer  une  jDropriété  semblable  du  cercle  osculateur 
(Ghap.  XII,   §  6),  on  déduit  de  là,  en  faisant  tendre  h  et  //  vers 

zéro, 

l{t)=o,  l'{t)  =  o,  À"(^)  =  o. 

Les  deux  dernières  relations  sont  précisément  les  deux  équa- 
tions 

A  dx    -\-  B  dy   ~i-  C  dz    =  o, 
A  d^-x  -h  B  d^jr  -i-  G  d-^z  =  o, 

qui  caractérisent  le  plan  osculateur. 

Ainsi  le  plan  osculateur  jouit  d'une  propriété  analogue  à  celle 
de  la  tangente  d'une  courbe  plane,  qui  est  la  limite  d'une  droite 
passant  par  un  point  de  la  courbe  et  un  point  infiniment  voisin.  De 
même  que  la  tangente  à  une  courbe  plane  rencontre,  en  général,  la 
courbe  en  deux  points  confondus  au  point  de  contact,  pareillement 
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le  plan  osculateur,  pour  un  point  arbitraire  d'une  courbe  gauche, 
la  rencontre  en  trois  points  confondus  en  ce  point.  En  un  point 
d'inflexion  d'une  courbe  plane,  il  y  a  avec  la  tangente  trois  points 
confondus  ;  de  même,  en  un  point  où  le  plan  osculateur  est  station- 
naire,  il  y  aura  quatre  points  de  rencontre  avec  le  plan  osculateur. 

17.  Pourrait-il  arriver  que,  pour  tous  les  points  d'une  courbe, 
le  plan  osculateur  fût  stationnaire?  Le  déterminant  (^)  serait  alors 
identiquement  nul.  11  est  aisé  de  voir  que,  dans  ce  cas,  la  courbe 
est  plane.  Laissant  de  côté  le  cas  où  la  courbe  serait  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  des  yz^  nous  pouvons  prendre  x  comme  variable 
indépendante,  et  l'identité  (^)  se  réduit  à 

d^f  d^z        d-^z  d-^y  _ 
dx^  dx'i  ~  d^-  d^  ~  ^^' 


En  l'écrivant  sous  la  forme 


d'^y  d^z 

dx^  _    dx^^ 

d^y  ~    d^z 

dx'^  dx^ 


et  en  intégrant,  on  obtient 

dx^'  ~"      dx^' 
d'où  Ton  conclut,  en  intégrant  encore  deux  fois, 

les  G  étant  des  constantes.  La  courbe  est  donc  plane. 

18.  Une  seconde  application  de  la  théorie  du  contact  nous  sera 
fournie  par  la  recherche  delà  sphère  osculatrice.  L'équation  d'une 

sphère 

{x  —  ay--\-{y  —  by--h{z  —  cy-  —  R2rz:  o 

renfermant  quatre  paramètres  arbitraires,  on  peut  choisir  ces  pa- 
ramètres de  façon  que  la  sphère  ait  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  une  courbe  gauche  donnée  en  un  point  donné.  En  remplaçant 
;r,  jK,  z-  par  leur  valeur  en  fonction  de  /,  nous  aurons,  pour  le  point 
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considéré, 
et,  en  posant 

les  équations 

;jt.(/)  =  o,  [j.'(0  =  o,  [ji"(0  =  o. 

Ces  trois  équations  déterminent  le  centre  de  la  sphère  osciila- 
Irice,  et  l'on  peut  définir  d'un  mot  saposition.  L'équation  |jl(/)z=o, 
en  y  regardant  a,  6,  c  comme  des  coordonnées  courantes,  repré- 
sente, en  effet,  le  plan  normal  à  la  courbe  au  point  (^,j^,  5);  en  se 
déplaçant,  le  plan  normal  enveloppe  une  surface  développable,  et 
les  trois  équations  précédentes  déterminent  le  point  où  la  caracté- 
ristique du  plan  normal  touche  son  enveloppe  (Chap.  XI).  Nous 
avons  donc  la  proposilion  suivante  ; 

Le  centre  de  la  sphère  osciilatrice  est  sur  la  caractéristique 
du  plan  normal  et  au  point  où  cette  caractéristique  touche  son 
enveloppe, 

La  caractéristique  du  plan  normal  pour  un  point  M  d'une  courbe 
gauche  est  souvent  appelée  la  droite  polaire  du  point  M.  Cette 
droite  polaire  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  comme  le 
montrent  les  deux  équations 


(X- 

-x)dx    +(Y — y)dy    +(Z  —  z)dz  =  Q>, 

(X- 

-  x)d'^ X  -^  {\  —  y)  d'^y  -^  {Z  ~  z)  d'- z  —  ds- 

qui  la  définissent,  car  cette  droite  est  manifestement  parallèle  à  la 

droite 

'  X  _  Y  _  Z 
A  ~  B  ~  G  ' 

et,  par  suite,  normale  au  plan  osculateur. 

19.    Gomme    exemple   de   courbes    osculatrices   à   une  courbe 
gauche,  prenons  d'abord  la  droite.  Les  équations  d'une  droite 

X  ~  az  -\-  p^  y  =  (jz  -{-  q 

dépendant  de  quatre  paramètres,  le  contact  pourra  être  seulement 
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du  premier  ordre.  On  aura  les  quatre  équations 

X  =  az  +/>,  JK  =  b  z  -\-  q^         dx  =  a  dz^  dy  =  h  dz, 

qui  déterminent  les  quatre  coefficients.  La  droite  ainsi  trouvée 
est  évidemment  la  tangente.  Pour  que  le  conctact  soit  du  second 
ordre,  il  faudrait  encore  avoir 

d'-x  =  a  d-z,         d^y  =  b  d-z. 

Le  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe  sera  donc  du  second  ordre 
seulement  pour  les  points  vérifiant  les  relations 

d~x        d'^y  _  d-z 
dx         dy  dz 

Si  l'on  prend  pour  x^  y,  z  trois  fonctions  arbitraires  d'un  para- 
mètre t,  il  n'j  a  pas,  en  général,  sur  la  courbe  correspondante,  de 
points  où  le  contact  avec  la  tangente  soit  du  second  ordre.  Pour  un 
tel  point,  quand  il  existe,  l'équation  du  plan  osculateur  est  indé- 
terminée, puisque  les  trois  coefficients  désignés  par  A,  B,  G  sont 
nuls;  tout  plan  passant  par  la  tangente  en  ce  point  rencontre  la 
courbe  en  trois  points  confondus  au  point  de  contact. 

Comme  dernière  application,  clierclions,  enfin,  le  cercle  oscula- 
teur à  une  courbe  gauche  en  un  point  M  de  cette  courbe.  Le  plan 
d'un  cercle  dépend  de  trois  paramètres,  et,  dans  ce  plan,  le  cercle 
est  déterminé  si  l'on  donne  son  centre  et  son  rayon.  Ainsi  les 
équations  d'un  cercle  renferment  ^/x  paramètres;  donc  on  pourra 
déterminer  un  cercle  ayant,  avec  une  courbe  donnée  en  un  point 
donné,  un  contact  du  second  ordre.  Le  cercle  peut  être  défini 
comme  intersection  du  plan 

(P)  '        A^-i-Bj-f-C^ -^D  =  o 

et  d'une  sphère 

Cette  sphère  ne  peut  être  d'ailleurs  complètement  déterminée;  les 
deux  équations  précédentes  contiennent  un  paramètre  de  trop,  car, 
par  un  cercle,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  sphères  dépen- 
dant d'un  paramètre  arbitraire. 
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Appliquons  la  théorie  du  contact.  Aux  deux  équations  précé- 
dentes, nous  devons  adjoindre,  d'une  part,  les  deux  équations 

kdx   -\-B^-^'Cdz    =0, 

elles  montrent  que  le  plan  (P)  est  le  plan  osculaleur  à  la  courbe. 
D'autre  part,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (S),  nous  obte- 
nons deux  équations  qui  représentent  la  droite  polaire,  si  l'on  y 
regarde  a,  ^,  c  comme  des  coordonnées  courantes.  Donc  le  centre 
de  la  sphère  se  trouve  sur  la  droite  polaire.  Gomme,  d'autre  part, 
cette  droite  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  on  voit  que 
le  cercle  osculateur  est  complètement  déterminé  comme  intersec- 
tion du  plan  osculateur  avec  une  sphère  quelconque  ayant  son 
centre  sur  la  droite  polaire  et  passant  en  M.  On  peut  encore  dire 
que  le  cercle  oscidciteur  est  le  cercle  du  plan  osculateur  pas- 
sant en  M  et  ayant  pour  centre  le  point  où  la  droite  polaire, 
correspondant  à  M,   rencontre  le  plan  osculateur. 

20.  Je  dirai  peu  de  chose  sur  le  contact  de  deux  surfaces.  En  nous 
plaçant  toujours,  pour  commencer,  dans  les  conditions  les  plus 
générales,  prenons  les  équations  des  deux  surfaces  sous  la  forme 

(S)  X  =  f{u,v),         y  =z  o{u,v),         z  =  ^]j{u,  v) 

et 

(S')  ;r==F(U,V),        JK  =  *(U,V),        z=.W{V,\\ 

et  supposons  que  ces  surfaces  aient  un  point  commun  A(;z:y,^^o>^o) 
correspondant  respectivement  à  (z/q,  Vq)  et  (Uo,  Vq).  On  dira  que 
ces  deuK  surfaces  ont  au  point  A  un  contact  d'ordre  n^  si  à  tout 
point  M  de  S,  infiniment  voisin  de  A,  on  peut  faire  correspondre 
un  point  M'  sur  S'  tel  que  la  distance  MM'  soit  infiniment  petite 
d'ordre  n  -h  i  par  rapport  à  AM.  Gomme  il  y  a  ici  deux  variables 
indépendantes,  il  est  nécessaire  de  préciser  les  conditions  dans 
lesquelles  nous  prenons  les  infiniment  petits.  Les  coordonnées  du 
point  M  s'obtiendront  en  donnant  à  Wo  et  ^o  deux  accroissements 
u  —  Uq  et  V  —  ('o  ;  nous  regarderons  ces  deux  accroissements 
comme  des  infiniment  petits  arbitraires,  mais  de  même  ordre.  La 
distance  AM  sera  alors  de  l'ordre  de  u  —  Uq  ou  i'  —  Vq,  et  nous 
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devons  écrire  que  MM^  et,  par  suite,  [x'  —  x)^  {y'  —  y)  el{z' — z) 
sont  des  infiniment  petits  d'ordre  n  -\-  \ .  La  correspondance  entre 
M  et  M'  sera  définie  par  deux  relations  de  la  forme 


V  —  Vo    =--  X,  (  «^  —  Wo  )  -+-  1^2  (  t'  —  (^0  )  + 

En  substituant  dans 

^'  =  F(u,v),     y=<ï>(u,v),      ^'=^^(u,v) 

ces  v^aleurs  de  U  et  Y,  nous  écrirons  que  les  développements  de 
x' — x^  y'  —  y  et  z' — z  commencent  par  des  termes  de  degré 
n  -]-  \  en  u  —  «o  et  v  —  t'o-  ^^  a  ainsi  à  écrire 

l)(/H-2)  1 


[(A 


équations.  Celles-ci  renferment  des  \  et  des  [ji,  coefficients  des 
termes  en  u  —  ^/o  et  c,, —  ^o  jusqu'au  rang  /z,  qui  sont  en  nombre 


r(^+i)(n  +  9.)         1 


r\  j  (  71  -h  I  )  (  n  -f-  2  )  ,         ^ .  ,  1  • , . 

Un    a    donc    ^ ^ i    équations    de    condition   pour 

qu'en  un  point  A,  qui  est  supposé  appartenir  à  deux  surfaces  S 
et  S',  celles-ci  aient  en  A  un  contact  d'ordre  n. 

Prenons  le  cas  très   simple  et  toujours  réalisable   où  les  sur- 
faces sont  données  par  les  deux  équations 

T=f{V,\),        7  =  cp(U,  V),         ^  =  ¥(U,V), 

les  fonctions  /,  F  et  cp,  $  coïncidant  ;  de  plus  Uo  =  «o?  Vo  =  r,,. 
On   vérifiera  facilement   que,   dans   ce   cas,   la  correspondance 
entre  U  et  V  est  donnée  par  les  équations  de  la  forme 

U  —  Uo  =  u  —  ?<o  +  •  •  •  « 

\  —  Yo  =  v  —vo  -h..  ., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  7^l'^™^  en  u  —  Uo 
et  V  —  To  ;  les  conditions  de  contact  s'obtiennent  en  écrivant  que 


? 
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les  dérivées  partielles  des  deux  fonctions  <L  et  W  jusqu'au  7i>^""^« 
ordre,  inclusivement,  sont  égales  pour  (wo,  <'o)- 

En  particulier,  si  les  deux  surfapes  sont  données  par  les  équa- 
tions 

les  deux  surfaces  auront,  au  point  correspondant  à  (xq^j'o),  un 
contact  d'ordre  n,  si  les  fonctions  ^  et  W  sont  égales,  ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles  jusqu'au  rang  n,  pour  œ  =  XQ^  y=yQ. 
Le  nombre  de  ces  conditions,  où  se  trouve  exprimé  que  la  seconde 
surface  passe  en  (^o,  JJ^o,  ^o)?  est  donc  supérieur  d'une  unité  au 
nombre  trouvé  plus  haut  ;  il  est,  par  suite,  égal  à 

(n-hi)(n  -h  i) 

2 

Ce  nombre  donne  à  la  théorie  qui  nous  occupe  un  caractère 
propre,  et  la  rend  très  différente  de  celle  du  contact  d'une  courbe 
et  d'une  surface,  particulièrement  en  ce  qui  concerne  les  surfaces 
osculatrices  à  une  surface  donnée.  INous  renverrons,  pour  ce  point, 
au  Cours  d^ Analyse  de  M.  Hermite  (p.  139),  où  on  trouvera  les 
particularités  curieuses  que  présentent  les  surfaces  osculatrices 
du  second  degré.  Je  renverrai  aussi  à  un  intéressant  Mémoire 
d'Halphen,  qui  fait  suite  aux  recherches  de  M.  Ilermile  [Sur  le 
contact  des  surfaces  [Bulletin  de  la   Société  mathématique, 

t.  III)]. 

IV.  —  Remarques  sur  les  courbes  gauches  algébriques  ;  formules 
de  Cayley.  —  Courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire. 

21.  Nous  avons  appelé  l'attention  (§  IG)  sur  les  points  d'une 
courbe  gauche  où  le  plan  osculateur  est  stationnairè  :  ce  sont  les 
points  où  le  plan  osculateur  a,  avec  la  courbe,  un  contact  du  troi- 
sième ordre.  Si  l'on  se  donne  une  courbe  gauche  quelconque,  en 
coordonnées  ponctuelles,  c'est-à-dire  si  l'on  prend,  pour  les  coor- 
données x^  y^  z^  des  fonctions  arbitraires  d'un  paramètre  ^,  la 
courbe  possédera  des  points  de  la  nature  indiquée,  car  la  condition 
qui  leur  correspond  s'exprime  par  une  équation  unique  en  t. 
Nous  allons  nous  borner  aux  courbes  gauches  algébriques  :  x^y^  z 
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seront  alors  des  fonctions  algébriques  arbitraires  d'un  paramètre  t. 
D'autres  singularités  se  présenteront  d'une  manière  normale  si, 
au  lieu  de  se  donner  la  courbe  en  coordonnées  ponctuelles,  on  se  la 
donne  en  coordonnées  tangentielles,  c'est-à-dire  si  l'on  se  donne 
la  courbe  comme  arête  de  rebroussement  de  la  surface  dévelop- 
pable  enveloppe  d'un  plan  mobile 

A  a?  -h  \\y  H-  G^  -f-  D  =  o, 

où  A,  B,  G,  D  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  a.  11  va  se  pré- 
senter ici  ce  qu'on  a  rencontré  dans  l'étude  des  courbes  planes, 
où  les  points  d'inflexion  se  rencontrent  d'une  manière  normale 
dans  les  courbes  données  arbitrairement  par  une  équation  en  co- 
ordonnées ponctuelles,  tandis  que  ce  sont,  au  contraire,  les  points 
de  rebroussement  qui  se  présentent  d'une  manière  normale  dans 
les  courbes  données  arbitrairement  par  une  écpiation  en  coor- 
données tangentielles.  * 

Reprenons  le  plan  mobile  dont  l'équation  est  écrite  ci-dessus. 
La  courbe  sera  donnée  par  les  trois  équations 

(8)  •    A'^-f-B'jK  +  G'^  +  D' =o, 
!  iVx  H-  Wy  +  G"^  -r-  D"  =  o 

qui  donnent  x,  y,  z  en  fonction  du  paramètre  a.  A  ces  équations, 
adjoignons  la  suivante 

(9)  k"'x  -h  B">  -i-  G'"^  -+-  D'"  =  0. 

Pour  a  arbitraire,  il  n'y  aura  pas  de  valeur  de  x^  y^-  z  satisfai- 
sant à  ces  quatre  équations.  Mais  une  seule  relation  en  a  exprime 
que  ces  quatre  équations  ont  une  solution  commune. 

Soit  ao  une  valeur  de  a  vérifiant  cette  relation.  Le  point  corres- 
pondant est  dit  un  point  stationnaire  de  la  courbe.  11  ne  faut  pas 
confondre  les  points  stationnaires  avec  les  points  considérés  pré- 
cédemment où  le  plan  osculateur  est  stationnaire. 

En  général,  c'est-à-dire  si  A,  B,  G,  D  sont  des  fonctions  quel- 
conques de  a,  un  point  stationnaire  n'est  pas  un  point  simple  de 
la  courbe,  mais  est  à  considérer  comme  l'analogue  du  point  de 
rebroussement  de  première  espèce  dans  les  courbes  planes.  Pour 
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ie  démontrer,  nous  allons  faire  voir  que,  pour  ce  point,  on  aura, 
en  général, 

dx  =  dy  =  dz  =  o, 

les  quotients  ^  et  ^  ayant  une   valeur  unique^   il  en   résultera 

bien  que  le  point  stationnaire  pourra  être  regardé  comme  un  point 
de  rebroussement  de  la  courbe  gauche. 

Les  deux  premières  équations  (8)  donnent,  quel  que  soit  a, 

A  dx  -\~'è  dy  ^C  dz  —  o, 
A'  dx  -h  B'  dy  -\~  G'  dz  =  o. 

On  a,  d'autre  part,  a  étant  toujours  arbitraire, 

A"  dx  -i-  B"  dy  4-  G"  dz  +  dy.  (  iV'x  -+-  B"y  +  G'"^  +  D'")  =  o  ; 

faisons  maintenant  a  =  ao,  on  aura 

A"  dx  -h  B"  dy  -T-  G"  dz  r^  o. 

Nous  avons  donc  trois  équations  homogènes  en  dx,  dy,  dz,  dont 
le  déterminant  ne  sera  pas  nul  en  général  pour  a  =z=  oLf^,  et  l'on  a 
bien,  par  suite, 

dx  =  dy  =  dz  =  o 

pour  le  point  stationnaire  ;  quant  aux  rapports  de  dx,  dy,  dz,  ils 
sont,  en  général,  déterminés  par  les  deux  équations  écrites  plus 
haut. 

22.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  veut  introduire, 
dans  l'étude  des  courbes  gauches  algébriques,  les  singularités  qui 
se  rencontrent  nécessairement  dans  une  courbe  ou  dans  sa  trans- 
formée par  polaires  réciproques,  on  doit  envisager  à  la  fois  les 
points  où  le  plan  tangent  est  stationnaire  et  les  points  station- 
naires.  C'est  ce  que  l'on  fait  en  Géométrie  plane  dans  les  formules 
de  Plûcker  ;  M.  Cajlej  a  donné  pour  les  courbes  gauches  algé- 
briques des  formules  très  intéressantes  qui  sont  les  analogues  de 
celles  de  Pliicker  :  nous  allons  les  établir  (*). 


(  '  )  Mémoire  sur  les  courbes  à  double  courbure  et  les  surfaces  dévelop- 
pahles,  par  A.  Cayley  {Journal  de  Liouville,  t.  X;  i845).  —  Voir  aussi  la  Géo- 
métrie à  trois  dimensions  de  Sa  1  mon. 
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Inlroduisons  d'abord  certains  nombres  entiers  qui  vont  jouer 
un  rôle  essentiel.  Les  tangentes  à  la  courbe  gauche  G  forment  une 
surface  développable  dont  nous  désignerons  le  degré  par  r.  Repré- 
sentons ensuite  par  n  le  nombre  des  plans  osculateurs  que  l'on 
peut  mener  à  la  courbe  par  un  point  arbitraire  de  l'espace.  On 
appelle  r  le  rang  et  n  la  classe  de  la  courbe  gauche.  Nous  dési- 
gnerons par  a  le  nombre  des  points  où  le  plan  osculateur  esl 
stationnaire  et  par  [^  le  nombre  des  points  stationnaires. 

Nous  avons  encore  quatre  nombres  à  définir.  Le  plus  important 
est  le  nombre  des  sécantes  doubles  de  la  courbe  qui  passent  par 
un  point  arbitraire  de  l'espace  ;  désignons-le  par  h.  Il  représenle 
le  nombre  des  points  doubles  apparents  de  la  courbe,  c'est-à-dire 
le  nombre  des  points  doubles  de  la  perspective  de  la  courbe  quand 
on  la  projette  coniquement  d'un  point  de  vue  arbitraire  sur  un 
plan  quelconque. 

Prenons  ensuite  un  plan  arbitraire  ;  il  v  aura  dans  ce  plan  un 
certain  nombre  de  droites  par  lesquelles  on  pourra  mener  deux 
plans  osculateurs  à  la  courbe  gauche  ;  leur  nombre  est  g. 

Un  plan  arbitraire  peut  contenir  un  certain  nombre  x  de  points 
qui  soient  à  la  rencontre  de  deux  tangentes  à  la  courbe  gauche. 

Enfin,  par  un  point  arbitraire,  on  peut  mener  un  certain  nombre 
de  plans  tangents  en  deux  points  à  la  courbe  :  y  représentera 
leur  nombre. 


23.  Commençons  par  rappeler  les  formules  de  Plùcker  rela- 
tives aux  courbes  planes.  En  représentant  par  ^  l'ordre  d'une 
courbe,  par  v  sa  classe,  par  o  le  nombre  de  ses  points  doubles, 
X  de  ses  points  de  rebroussement,  i  de  ses  tangentes  doubles, 
i  de  ses  points  d'inflexion,  on  a  les  deux  équations 

V  =       p.  (  |J.  —   I  )  —  2  0  —  3  X, 

i  =  3  [Jt  (  jU  —  2  )  —  6  0  —  8  X, 
auxquelles  il  faut  joindre  les  deux  suivantes 

jji  =     v(v  —  i)  —  1":  —  3t, 
X  =  3  V  (  V  —  2  )  —  G  -c  —  8  i , 

Ces  formules  se  réduisent  d'ailleurs  à  trois,  car  les  deux  pre- 
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mières  et  les  deux  dernières  conduisent  à  la  même  relation 

i'  —  3v  =  ■/.  —  3  [x. 

24.  Ceci  posé,  considérons  la  surface  développable,  formée  par 
les  tangentes  à  la  courbe  G,  et  son  intersection  avec  un  plan  quel- 
conque P.  Cette  interseclion  Y  est  une  courbe  d'ordre/-;  sa  classe 
est  évidemment  égale  à  /?.  Un  point  double  de  F  correspond  à  deux 
tangentes  de  C  se  coupant  sur  le  plan  P;  Y  aura  donc  ^  points 
doubles. 

D'aulrepart,  le  nombre  des  tangentes  doubles  de  cette  courb(^ 
est  égal  à  g,  puisque  une  tangente  double  doit  provenir  de  Tinter- 
section  de  deux  plans  osculateurs  de  la  courbe  située  dans  l\ 
Enfin  la  courbe  Y  possède  m  points  de  rebroussement  qui  sont  les 
intersections  de  C  avec  le  plan  P,  et  elle  a  a  points  d'inflexion. 

Nous  aurons  donc 

n  —     r(r  —  i)  —  ix  —  3  /;?,  r  =     n{n  —  i)  —  iff  —  3a, 

a  =  3/-(/'  —  'i)  —  6x  —  8  m,  m  =  3n{n  —  'i  )  —  6^  —  8  a, 

et  ces  équations  se  réduisent  à  trois  relations  distinctes. 

Un  autre  système  d'équations  est  fourni  par  la  considération  du 
cône  a^ant  pour  sommet  un  point  arbitraire  et  passant  par  la 
courbe.  Considérons  une  section  plane  quelconqueSde  ce  cône.  Son 
degré  sera  égal  à  m-,  sa  classe  sera  égale  au  nombre  des  plans  tan- 
gents qu'on  peut  mener  à  la  courbe  C  par  une  droite  arbitraire,  el 
sera  par  conséquent  égal  r.u  nombre  des  tangentes  de  C  rencon- 
trant cette  droite,  c'est-à-dire  r.  Les  points  doubles  de  S  corres- 
pondront aux  droites  doubles  du  cône,  et  par  suite  aux  sécantes 
doubles  de  C;  leur  nombre  est  h.  Le  nombre  des  tangentes  doubles 
sera  y,  d'après  la  définition  même  de  y.  Les  points  de  rebrousse- 
ment de  S  proviendront  des  points  stationnaires  r'ieur  nombre 
sera  p.  Enfin  les  points  d'inflexion  correspondent  aux  n  plans  os- 
culateurs menés  par  le  sommet  à  la  courbe  C.  On  a  par  suite  les 
formules 

r=     m{m  —  \)  —  ih  —  3p,  m  =     r(r  —  i)  —  2j  —  3  aj, 

/i  =  3  m  (  m  —  2)  —  6  A  —  8  ^ ,  p  =  3  /•  (  /'  -  2)  —  67  -  8  /? , 

et  nous  avons  là  seulement  trois  relations  distinctes. 
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Eq  résumé,  nous  avons  six  relations  entre  les  neuf  quantités 

/•,     m,      n,      g,      A,      a,      p,      x,     y. 

Six  d'entre  elles  peuvent  être  déterminées  en  fonction  des  trois 
autres. 

25.  Cherchons  ce  que  nous  donneront  les  formules  précédentes 
pour  une  cubique  gauche. 

On  sait  qu'on  appelle  ainsi  l'intersection  incomplète  de  deux 
surfaces  S  et  S'  du  second  degré  ajant  une  génératrice  commune  D. 

Soit  A  un  point  quelconque  de  l'espace;  considérons  la  surface 
du  second  degré,  représentée  par  l'équation 

S  H-  XS'=  o, 

passant  en  A.  En  ce  point  on  peut  mener  sur  la  surface  deux  gé- 
nératrices rectilignes;  la  génératrice  de  même  système  queD  ren- 
contrera la  cubique  en  deux  points. 

Ce  sera  donc  une  sécante  double  de  la  cubique,  passant  par  A, 
et  ce  sera  évidemment  la  seule,  car  toute  autre  sécante  double  ayant 
trois  points  communs  avec  la  surface  S  +  )vS'=o  doit  coïncider 
avec  la  génératrice  considérée.  On  aura  donc  A  =  i. 

D'autre  part  a  est  nécessairement  nul,  car  un  plan  osculateur  ne 

peut  rencontrer  la  cubique  gauche  en  quatre  points. 

Ayant 

m  =  3,         Il  —  \ ,         a  =  o, 

nous  pouvons  trouver  les  six  autres  nombres.  On  obtient  ainsi 

r  =  i,  '^  =  X  =y  =  o,  n  =  3,  .^=[- 

La  solution  j3  =  o  était  évidente  a  priori,  une  cubique  ne  pou- 
vant avoir  de  point  stationnaire.  La  développable  formée  par  les 
tangentes  à  une  cubique  gauche  est  du  quatrième  degré  (/':=4)> 
et  enfin  par  un  point  quelconque  de  l'espace  on  peut  mener  trois 
plans  osculateurs  à  une  cubicjue  gauche  (/i  =  3). 

Au  sujet  des  plans  osculateurs  menés  par  un  point  A,  Chasles  a 
établi  une  proposition  élégante,  dont  la  démonstration  se  rattache 
d'ailleurs  aux  considérations  précédentes.  En  prenant  le  point  A 
comme  point  de  vue,  projetons  la  cubique  gauche   sur  un  plan 

p.  -   I.  23 
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quelconque.  Cette  perspective  sera  une  courbe  du  troisième  degré 
avec  un  point  double;  les  projections  des. points  de  contact  et  des 
plans  osculateurs  menés  de  A  à  la  cubique  seront  les  points  d'in- 
flexion de  cette  courbe  plane.  Or  celle-ci,  ajant  un  point  double, 
a  trois  points  d'inflexion  situés  en  ligne  droite.  Nous  avons  donc 
le  théorème  suivant  : 

Les  trois  points  de  contact  des  plans  oscillateurs  menés  d\in 
point  arbitraire  A  à  une  cubique  gauche  sont  dans  un  plan 
passant  par  le  point  K. 

26.  Nous  avons  considéré  (Chap.  XI,  §  20)  les  courbes  donl 
les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe  linéaire.  En  désignant 
par 

AL  +  BM  +  GN  -h  DX  +  EY  +  FZ  =  o 

l'équation  du  complexe,  les  courbes  dont  les  tangentes  appartien- 
nent au  complexe  doivent  vérifier  la  relation 

\  A(  j  dz  —  j  dv)  -h  B{zda^  —  x  dz  ) 
(a)  ', 

(  -^  C{x  dy  —  y  dx)  -^D  dx  -\- Si  dy  -^¥  dz  —  o. 

Leurs  plans  osculateurs  possèdent  une  propriété  remarquable. 
M.  Appell  a  en  efl'et  montré  que  le  plan  osculateur  en  chaque 
point  d'une  telle  courbe  est  le  plan  correspondant  au  ])oint  dans  le 
complexe  (^).  Ce  théorème  peut  s'établir  de  la  manière  suivante. 


esl 


Le  plan  correspondant  au  point  {oc^y^  z)  dans  le  complexe 

(X  — ^)(B5  — G7-^  D)  +  (  Y  —  j)(G:r  —  A^ -h  E) 

-f-(Z  —z){ky—Bx-\-  F)  =  o. 

Ce  plan  coïncidera  avec  le  plan  osculateur  si  l'on  a  les  relations 

^z  —  Cy  +  D     _     Gr  — A^  +  E     _      Ajk— B;r  +  F 
dy  d^z  —  dz  d'y  ~  dz  d^x  —  dx  d'^z  ~  dx  d^y  —  dy  d^x 


(')  P.  Appell,   Sur  les   cubiques   gauclies  et  te  mouvement  liélicoïdal  d'un 
corps  solide  {Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  i87()}. 
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Or,  en  différenLianL  Féquation  (a),  on  a 

\^X{yd^-z-zd^'y)  +  B{zdKx-xd-^z) 
^^^     [  ^C(xd\r -yd-^x) +  Dd''T-hEd'-y-\-Fd-^z  =  o, 

Mais  ces  équations  (a)  et  (p)  peuvent  s'écrire 

(10) 


dx  (Bz  —  Gy-i-B)^dy   (Cj- —  \  z -^E)  ^  dz   (Ay  —  Bx -^  V  )  =  o, 
d^x{Bz  —  Cy-^  D)-f-  d-^y{Qx  —  Xz -hE) -h  d-^z{ky—  B.r-H  F)  =  o, 


d'où  résultent  de  suite  les  relations  cherchées. 

De  ce  théorème  on  peut  déduire  une  propriété  des  plans  oscu- 
lateurs  menés  par  un  point  aux  courbes  dont  les  tangentes  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire.  Soit  C  une  telle  courbe  et  A  un 
point  quelconque  de  l'espace.  Je  considère  un  plan  osculateur  de 
la  courbe  passant  en  A  ;  M  étant  le  point  de  contact  de  ce  plan,  la 
droite  MA  appartiendra  au  complexe  puisque  M  est  le  fojer  du 
])lan  osculateur.  Cette  droite  sera  donc  dans  le  plan  correspondant 
au  point  A  dans  le  complexe.  Par  suite  les  points  de  contact  M 
des  plans  osculateurs  menés  par  A  à  la  courbe  sont  dans  un  même 
plan  passant  par  A.  Réciproquement  d'ailleurs,  si  M  désigne  un 
point  de  rencontre  du  plan  polaire  de  A  avec  la  courbe  G,  le  plan 
polaire  du  point  M  passe  par  MA,  qui  appartient  alors  au  complexe  ; 
il  est  d'autre  part  le  plan  osculateur  à  C  en  M  :  par  conséquent,  le 
plan  osculateur  en  ce  point  passe  par  A.  Ainsi  par  le  point  A  on 
peut  mener  à  la  courbe  autant  de  plans  osculateurs  qu'il  j  a  de 
points  de  rencontre,  avec  la  courbe,  du  plan  polaire  de  A  dans  le 
complexe.  En  particulier,  si  la  courbe  gauche  est  algébrique,  son 
ordre  sera  égal  à  sa  classe,  et  tous  les  points  de  contact  des 
plans  osculateurs  passant  par  A  seront  dans  un  plan  conte- 
nant ce  point.  Le  théorème  de  Chasles  relatif  aux  cubiques 
gauches  (§  24)  est  un  cas  particulier  de  cette  proposition  générale  : 
nous  avons  vu  en  effet  (Ghap.  XI,  §  20)  que  les  tangentes  d'une 
cubique  gauche  appartiennent  à  un  complexe  linéaire. 

27.  Gherchons,  sur  une  courbe  gauche  dont  les  tangentes  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire,  les  points  où  le  plan  osculateur 
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est  stationnaire.  11  faut  calculer  le  déterminant 


dx       dy       dz 
û?2  X     d-y    d^  z 
d^  X     d^y     d^  z 


A  cet  effet,  joignons  aux  équations  (ro)  l'équation  obtenue  en  dif- 
férentiant  la  seconde  de  ces  équations;  ce  sera 


(•0 


d^  x{\^  z  -  Cy  -^  D)  -^  d^y{Cx  -  kz  -^-E) 


-\-d^z{Ay—  B:r+F)  =  A  a  4- B  [3  h-  C7, 
en  posant 

x  =  diydz  —d-^zdy,        ^  =  d'-z  ax  —  d'^x  dz,        ^(  =  d'^x  dy  —  d'^y  dx. 
Les  équations  (10)  et  l'équation  (11)  donneut 


B^—  GJ^-D  =  - 


(Aa-^-BY-4-GY) 


0 

Aj  —  Ba7  -H  F ^^ 

En  multipliant   ces   équations  par  A,   B,   C  et  ajoutant,   non? 


avons 


(AD-+-BE-+-GF)o=-(Aa  +  B^^4-GY)2 


La  constante  AD  +  BE+CF  n'étant  pas  nulle  (Chap.XI,  §19), 
on  voit  qu'alors  l'équation  0  =  o  se  met  sous  la  forme  d'une  équa- 
tion qui  est  un  carré  parfait 

^' 

[  X{d^.y  dz  —  d^z  dy)  -{-B{d^zdx  —  d'-x  dz) 

-{-C{d-^xdy  —  dxd'-y)]^  =  o. 

Il  est  facile  d'aller  plus  loin.  On  a  en  effet  (§  26) 

dyd^z-dzd'^y^l{Bz  —  Cy^D), 
dzd^x  —  dxd^z  =l(Cx-~Az-^E), 
dx  d^y  —  dy  d^x  =  l{\y  —  Bx  H-  F); 
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et,  par  suile,  en  substituant  dans  l'équation  précédente,  ).  =  o 
pour  les  points  où  le  plan  osculateur  est  stationnaire.  On  aura 
donc  pour  ces  points 

dx  dy  dz 

Ainsi,  dans  les  courbes  que  nous  venons  d'étudier,  Jes  points 
où  le  plan  osculateur  est  stationnaire  sont  en  même  temps  des 
points  où  la  tangente  a  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre. 

28.  Nous  allons  considérer,  pour  terminer,  les  courbes  unicur- 
sales  les  plus  générales  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire.  On  suppose  que  l'axe  des  z  soit  l'axe  du  com- 
plexe; Téquation  (a)  à  laquelle  satisfont  x^  y,  z  se  réduit  à 

X  dy  — y  dx  =  k  dz. 

l^es  axes  étant  ainsi  choisis,  soient 

P  Q  S 

les  équations  de  la  courbe,  P,  Q,  R,  S  désignant  des  poljnômes 
de  degré  m  en  a.  On  a 

X  dy  —  y  dx  = ^^ — —  do^. 

Si  R  =  (a  —  7n  )(a  —  ao).  .  .(a  —  a^^),  en  décomposant  la  frac- 
tion rationnelle  en  fractions  simples,  nous -avons 

PQ'_P'Q_  K  Kl  L  Li 

R2  "  (a-ai)2  "^  (a  — «i)  '^  " '~^  {oc  -  a^)^  ^  (a-a,„)* 

Les  coefficients  Ki,  .  .  .,  L,  doivent  être  nuls,  pour  que  z  soit 
fonction  rationnelle  de  a.  Or  on  peut  écrire  cette  identité  de  la 
manière  suivante 


a  —  ai 


En  difFérentiant,  et  faisant  ensuite  a  =  a,,  il  ne  restera  dans  le 
second  membre  que  K|. 
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On  trouve  ainsi,  puisque  K,  doit  être  i^ul, 

(PQ"-P"Q)R'+(P'Q-PQ')R^=o,  pour         az^ai.  ^ 

De  même,  celte  relation  doit  être  vérifiée  pour  a  =  ao,  .  .  . ,  a„i. 
D'autre  part,  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  unicursale  re- 
présentée parles  équations 

F  Q 

sont  données  par  l'équation  du  degré  3  (m  —  2) 

R(  P'Q"_  P   Q')  +  R'(P"Q  _  PQ")  ^_  R"(PQ'_  P'Q)  =  o. 

D'après  ce  qui  précède,  cette  équation  admet  pour  racines 
a,,  ao,  .  .  « ,  a„i.  Par  conséquent,  la  projection  de  la  courbe  sur  le 
plan  des  xy  a  m  points  d'inflexion  à  l'inHni. 

JNous  avons  dit  plus  haut  qu'une  courbe  dont  les  tangentes  ap- 
partiennent à  un  complexe  linéaire  possède  un  certain  nombre  de 
points  où  le  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe  est  du  second 
ordre.  Cherchons  ces  points  :  des  relations 

^  ^7    —ydx    =  k  dz^ 
X  d~y  —  y  (V^x  =  kcP-z^ 
on  conclut 


dx  <:/2  z  —  dz  dr-  x  _  dy  d-  x  —  dx  d'^y  _  dz  d^y  —  <r/2  -;  dy 

X  -  ::^k  -~  3^        "' 

donc  l'équation 

dx  d^y  —  dy  d^x  =  o 

entraînera 

dx  d-z  —  dz  d^x  =  o,         dz  d^y  —  d^  z  dy  =  o, 

le  point  {jc,y,  z)  étant  à  distance  finie.   Les  points   d'inflexion  à 
distance  finie  de  la  courbe  plane 

P  Q 

"=R'         ^=R 

seront   donc    les  projections    des   points  cherchés  de   la  courbe 
gauche.  Or  une  courbe  unicursale  d'ordre  m   possède  3(m  —  2) 
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points    d'inflexion  ;    nous    devons    retranclier    de    ce    nombre   les 
m  points  d'inflexion  à  l'infini,  et  nous  avons  le  théorème  suivant  (')  : 

La  courbe  gauche  unicursale  cV ordre  ni,  la  plus  générale, 
dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe  linéaire^ 
possède  2{m  —  3) points  où  la  tangente  a  avec  elle  un  contact 
du  second  ordre. 


(')  Application  de  la  théorie  des  complexes  linéaires  à  l'étude  des  surfaces 
et  des  courbes  gauches  {Annales  de  l'École  Normale,  1877). 
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CHAPITRE  XIII. 

COURBURE  ET  TORSION  DES  COURBES  GAUCHES. 
FORMULES  FONDAMENTALES. 


I.  —  Courbure  et  torsion  des  courbes  gauches. 
Centre  de  courbure, 

1.  Considérons  une  courbe  gauche  sur  laquelle  est  fixé  un  sens 
pour  les  arcs  croissants  et  menons  dans  ce  sens  les  tangentes  en 
deux  points  voisins  Met  M'.  L'angle  £  de  ces  deux  directions  s'ap- 
pelle la  courbure  de  Varc  MM'^  le  rapport  —  représente  la  cour- 
bure moyenne  de  cet  arc,  et  la  limite  de  ce  rapport,  quand  M' tend 
vers  M,  la  courbure  de  la  courbe  au  point  M.  L'inverse  de  ce  rap- 
port, qui  est  une  ligne,  est  dit  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
au  point  M. 

Nous  allons  chercher  l'expression  du  rayon  de  courbure.   Au 
lieu  de  la  limite  de  ^>   nous  pouvons  considérer  évidemment  la 
limite  de  — -^-  Les  cosinus  directeurs  des  deux  tane^entes  étant  res- 
pectivement  a,  ^,  y  et  a  +  Aa,  |3  +  A^,  y  +  Ay,  nous  avons 
sin2  £  =  (  a  a;3  —  p  Aa)2  +  (  ^  Ay  —  7  Ap)2-t-  (  Y  Aa  —  a  Ay)2. 


Divisons  les  deux  membres  par  A5-  et  faisons  tendre  le  point  M 
vers  le  point  M;  il  vient 

_i_  _         sin^s  _  (a«?^--[3^a)2-^f^^Y  — Y^^)2-4-(Yfl?a  — afl?Y)2 
~  ds^  ' 
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ea  désignant  p^r  11  le  rayon  de  courbure.  Dans  toute  cette  théorie 
des  courbes  gauches,  la  ligne  R  représentera  une  ligne  essentielle- 
ment positive. 

11  est  utile  de  donner  l'expression  de  R  en  fonction  de  x^  y,  z. 
En  posant 

X=.dyd-^z  —  dzd-2y,  B  =  dz  d^x  —  dx  d^  z,  C  =  dx  d^y  —  dy  d^x, 
on  déduit  des  équations  a=  ~,    [i  =  -£^   T"  ^   ^^^  relations 


^dx-oc  d^(  =--  -j-  , 


ds^ 


On  aura  donc 


d?-'^cl.  =  §^. 


l  A2-i-B2-+-G2 


R2  ds^ 


Remarquons  que,  si  l'on  prend  l'arc  s  comme  variable  indépen- 
dante, le  rayon  de  courbure  est  donné  par  la  formule  très  simple 


'  _  /^V    /^V    ^^'' 


R2        \ds^-  J     '    \ds^  J     '    \ds^  J   ' 

qui   résulte    immédiatement   de   la  première   expression    trouvée 
I 


pour  ~ 


2.  Nous  avons  déjà  vu  (Chap.  XII,  §  18)  que  la  caractéristique 
du  plan  normal  était  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Cette 
droite  a  été  appelée  la  droite  polaire,  qui  correspond  au  point  M 
considéré  sur  la  courbe.  On  désigne  sous  le  nom  de  normale 
principale  \di  normale  à  la  courbe  située  dans  le  plan  osculateur. 
La  normale  principale  et  la  droite  polaire  sont  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre;  en  désignant  par  O  leur  point  de  rencontre,  qui 
est  le  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe,  cherchons  la  di- 
stance MO.  L'équation  du  plan  normal  au  point  M(.r,  jK?  ^)  étant 

(P)  (X-^)a  +  (Y-jK)?-f-(Z-.-)Y  =  o, 
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il  faut,  pour  avoir  sa  caracléristiqiie,  adjoindre  à  cette  équation 
la  suivante, 

(Q)  (X  -  ^)  ^a  H-  (Y-j)  r/.3  4-  (Z  -  z)d^^  ~  ds  =  o. 

Les  deux  plans  (P)  et  (Q)  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre, 
puisque  a  ^a  +  ;S  d'^  +  y  d-r  =  o.  Pour  évaluer  la  distance  MO,  il 
suffira  donc  de  calculer  la  distance  du  point  M  au  plan  (Q).  On  a 
donc 

ds'^ 


MO 


f/a2H-^^2+^.^2 


H  en  résulte  que  la  dislance  MO  est  égale  au  rayon  de  courbure  R. 
Nous  pouvons  donc  dire  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  au 
rayon  du  cercle  osculateur.  Le  point  O,  centre  du  cercle  oscula- 
teur,  est  dit  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  M. 

Désignons  par  a',  p',  y'  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  MO, 
allant  du  point  M  au  centre  de  courbure  :  ce  seront  les  cosinus  di- 
recteurs d'une  direction  déterminée  sur  la  normale  principale.  Le 
plan  Q  étant  perpendiculaire  au  plan  P  est  perpendiculaire  à  la 
normale  principale,  et  l'on  a,  par  suite, 


h  _d^  _  dy 


a'   ~    3' 


D'autre  part,  les  coordonnées  du  point  O  étant  x  +  Ra',  j -h  Rp', 
"  H-  Ry',  et  ce  point  étant  dans  le  plan  Q,  on  a     . 

R(a'  doL  4-  ^'^^  +  yV/y)  =  ds. 

La  valeur  commune  des  rapports  précédents  est  donc  —t  puisque 
a'-  H-  ^'-  +  y'2  r=  I .  Nous  obtenons  ainsi  les  formules  très  impor- 
tantes 

—  =  ^  ^  _  £  lï  -  l' 

ds  ~  R'         ds  ~  R'         ds  ~  R  *    -' 

3.  Un  plan  quelconque  passant  par  la  tangente  en  M,  sauf  le 
plan  osculateur,  laisse  du  même  côté  la  courbe  dans  le  voisinage  de 
ce  point.  l\  est  intéressant  de  remarquer  que  la  direction  MO  sera, 
par  rapport  à  ce  plan,  du  même  côté  que  la  courbe.  R  suffira  de  le 
vérifier  dans  un  cas  particulier.  Prenons,  par  exemple,  le  plan 

(X-a7)a'-i-(Y-jK)p'+(Z-^)Y'=o 
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perpendiculaire  à  la  normale  principale.  En  substituant  les  coor- 
données du  point  O  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  ce 
plan,  le  résultat  de  ïa  substitution,  R,  est  positif.  D'autre  part,  en 
prenant  l'arc  s  comme  variable  indépendante,  les  coordonnées  X, 
Y,  Z  d'un  point  de  la  courbe  voisin  de  M  sont  données  par  les  dé- 
veloppements t^i  (Xi  'g  =  5C4  >b^  > 
\  =  X  -\ j-\s  ^ -Tir  A52  + 

as  I .  '1    ds^- 

et  les  formules  analogues  pour  Y  et  Z.  En  substituant  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  du  plan  précédent,  on  a  de  suite,  en 

d^x 
remplaçant  a'  par  R  -^—y  et  pareillement  pour  [^'  et  y', 

i.'i  R 

Le  résultat  de  la  substitution  est  donc  aussi  positif,  ce  qui  justifie 
la  remarque  cjue  nous  avons  énoncée. 

4.  Après  avoir  considéré  l'angle  des  tangentes  en  deux  points 
voisins,  il  est  naturel  d'étudier  l'angle  de  deux  plans  osculateurs; 
on  arrive  ainsi  à  la  notion  de  seconde  courbure  ou  torsion. 

Menons  les  plans  osculateurs  en  deux  points  M  et  M'  d'une 
courbe  gauche,  et  les  normales  à  ces  plans.  Ces  normales  font  un 

angle  t;  le  rapport  -^  est  la  torsion  moyenne  de  l'arc  MM'=  A^, 

et  la  torsion  au  point  M  est  la  limite  de  ce  rapport  quand  M'  tend 
vers  M. 

Pour  évaluer  cette  limite,  nous  désignerons  par  a",  [j'^,  y"  les 
cosinus  directeurs  de  l'une  des  deux  directions  sur  la  normale  au 
plan  osculateur.  Le  calcul  à  faire  est  identique  à  celui  qui  nous  a 
donné,  pour  le  rayon  de  courbure,  la  formule 

I         du'-  +  rfp2  +  ^,^2 


R2  ds-' 

Désignons  par  —,  la  limite  cherchée;  on  appellera  T  le  Arrro/z  de 
torsion  au  point  M.  Il  vient 

_i_  _  da."^-\-d'^"^-^di'^ 
T2  ~  ds^ 
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Si  l'on  veut  avoir  ï  en  fonction  des  coordonnées  du  point  M,  il 
vaut  mieux  partir  des  deux  normales  au  plan  osculateur 


et 


X  _  y  _  ^ 

A  ~   B  ~  G 

X  y  z 

A  -TÂÂ  ^  B^-TaB  ^  G  + ÂG 


Soit  £  l'angle  infiniment  petit  de  ces  deux  droites;  on  a 

(  A  AB  —  B  AA )2  +  (  B  AG  —  G  AB  )2  +  (  G  AA  —  A  AG  )2 


sin2i 


(A2-i-  B2+  G2)[(A-i-  AA;2-+-(B  +  AB)2-i-  (G  +  AG)^! 
et,  par  suite, 

_L  _  (A  ^B  —  B  (/A)2  -4-  (B  6/G  -  G  dï^Y-^iCdk  —  A  dCy 

T2    ~  «f52(A2-HB2+G2)2 

Or  A,  B,  G  vérifient  les  deux  équations 

A  dx    -4-  B  dy   -i-  G  «i-s    =  o, 
A  d'^x  4-  B  ^2^  -+-  G  d'^z  =  o. 

On  peut  substituer  à  la  seconde  de  ces  deux  équations  la  sui- 
vante 

dX  dx  -h  «iB  û^K  +  «?G  dz  =  o] 

on  en  conclut 

dx  dy  dz 

B  ^G  —  G  d\l  ""  G  dk  ~AdC  ^  A  dB  —  B  dk' 

Soit  -  la  valeur  commune  de  ces  rapports;  nous  aurons 


(I) 


T        A2-^B2-+-G2 

Pour  calculer  o,  prenons,  par  exemple,  l'égalité 
0  dz  =  k  dB  —  B  dX. 

En  remplaçant  A  et  B  par  dy  d-  z  —  dz  d'-y  et  dzd-x  —  dx  d^Zy 

on  a  de  suite 

dx       dy       dz 

8=     d^x     d^y     d-^z 

d^y     d^y     d^  z 


COURBURE  ET  TORSION  DES  COURBES  GAUCHES.  365 

Nous  avons  donc  l'expression  de  la  torsion  ^  donnée  par  la  for- 
mule (i). 

Dans  une  courbe  plane,  la  torsion  est  nulle  en  chaque  point,  et 
inversement,  si  ^=o^  il  faudra  que  0  =  0,  c'est-à-dire  que  la 
courbe  sera  plane. 

II.  —  Formules  de  Frenet.  —  Quelques  applications. 
5.   Nous  avons  trouvé  précédemment  les  formules 


doc        a' 

d"^         P' 

r/Y        i 

Ifs  ""  R' 

ds~  V.' 

du        R 

A  ce  svstème  de  formules,  nous  allons  en  adjoindre  deux  autres 
qui  sont  fondamentaux  dans  la  théorie  des  courbes  j^auclies. 
Des  formules  précédentes,  il  résulte  que 

<^)  a'    -    p'   -  i 

Or  considérons  la  courbe  gauche  F  à  laquelle  restent  tangentes 
les  droites  polaires,  c'est-à-dire  l'arête  de  rebroussement  de  la  dé- 
veloppable  enveloppe  des  plans  normaux.  Le  plan  osculateur  à  la 
courbe  V  est  le  plan  normal  de  la  courbe  initiale;  on  peut  donc 
prendre  comme  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  oscu- 
lateur de  r  les  cosinus  a,  p,  y;  d'ailleurs,  la  droite  polaire  étant  la 
tangente  de  F,  en  appliquant  à  cette  courbe  les  relations  (2),  nous 

avons 

cM'  _  d^"  _  df 

Or,  en  se  reportant  à  la  formule 

Ti  ~  ds^ 

ds 
on  voit  que  la  valeur  commune  de  ces  rapports  est  =t  7-^*   Mais  T 

est  une  longueur  qui  n'a  été  définie  jusqu'ici  que  par  son  carré  ; 
donnons-lui  un  signe  tel  que  l'on  doive  prendre  le  signe />/«5  dans 
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l'expression  précédente.  On  pourra  alors  écrire 


ds 


dj__  f 
ds         T 


Quand  on  aura  sur  la  normale  au  plan  oscillateur,  souvent  appelée 
la  hinonnale,  choisi  une  direction  déterminée,  le  signe  de  T  s'en- 
suivra. Ainsi,  tandis  que  le  rayon  de  courbure  R  dans  nos  for- 
mules est  une  quantité  essentiellement  positive,  le  rayon  de  tor- 
sion T  a  un  signe  variable  :  ce  signe  varie  avec  la  direction  que 
l'on  veut  considérer  sur  la  binormale.  Pour  bien  fixer  les  idées,  il 
(;st  simple  de  convenir  que  l'on  prend,  sur  la  binormale,  la  direc- 
tion MB,  telle  que  le  trièdre  (MTNB),  MT  désignant  la  tangente 
et  MN  la  normale  principale  (sur  ces  deux  droites,  nous  avons  des 
directions  parfaitement  déterminées),  soit  de  même  sens  de  rota- 
lion  que  le  trièdre  des  coordonnées,  ce  qui  revient  à  dire  que 


^'^ 


f^.'?t 


C.   Au  second  système  de  formules,  que  nous  venons  de  trouver, 
adjoignons-en  un  troisième.  Je  partirai,  à  cet  effet,  de  la  relation 


que  l'on  peut  écrire 


on  aura  donc 


a'  ^a'-h  [i'â?^'-!-  y'  d^'  —  o, 


a  a"  dy! 
P  fi"  d-^' 
T     t"     d^ 


d%'  =  Xa  -h  [xa", 
d^(  —  Ày  H-  \xy'. 


X  et   UL  ont  des  valeurs  très  simples,    qui  se  calculent  de  suite  : 
différentions,  en  effet,  l'identité 


aa'-+-  pp'+ Y7'=  o, 


on  a 


ds 


^a'+p^[ii'H-Y^Y'=— — 
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et,  par  suite, 

^  _       ds 

En  partant  de  l'identité 

on  trouve  de  même 

ds 
IJ.  =—  Y' 

et  nous  avons,  par  suite,  les  formules 


da' 

a. 

a" 

^P'_ 

P 

?" 

di  _ 

ï        T' 

ds   ~ 

T\  " 

"  T^ 

ds    ~ 

R 

~T' 

ds 

H        T 

auxquelles  nous  voulions  parvenir. 

En  résumé,  nous  avons  le  système  des  neuf  formules,  dues  à 
Frenet,  et  qui  sont  fort  importantes  dans  la  théorie  des  courbes 
gauches.  Elles  permettent  d'exprimer  les  différentielles  des  neuf 
cosinus  en  fonction  des  cosinus  eux-mêmes,  de  la  courbure  et  de 
la  torsion.  J'écris  de  nouveau  la  première  formule  de  chaque 
groupe 


doc 

a' 

doc' 

oc 

oc" 

doc" 

a.' 

ds   ~ 

=  H' 

ds    ~ 

"h" 

"T' 

ds    ' 

"  T 

les  autres  s'en  déduisant  en  remplaçant  les  a  respectivement  [)ar 

les  fj  et  les  y. 

7.  Faisons  de  ces  formules  quelques  applications.  Cherchons 
d'abord  une  expression  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice  au  point 
M.  11  faut,  pour  avoir  les  coordonnées  du  centre  X,  Y,  Z  du  centre 
de  la  sphère  osculatrice,  adjoindre  à  l'équation 

(X-;r)a-i-(Y-jK)[3  +  (Z-^)Y  =  o 

les  résultats  obtenus  en  la  différentiant  deux  fois.  Une  première 
différentiation  donne,  en  faisant  usage  des  formules  de  Frenet, 

et,  en  différentiant  une  seconde  fois, 
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Nous  aurons  de  suite  le  ravon   p   de   la  sphère  osculatrice,  en 
faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  équations, 


p2   =  (X  -  Xy-h  (Y  - J)2-+-  (Z  -  .5)2   =   R2_|_  T2  ^     ^^^ 

Arrêtons-nous  un  moment  sur  un  cas  particulier  intéressant. 
Supposons  que  la  courbe  proposée  ait  son  rajon  de  courbure  R 
constant.  On  a,  dans  ce  cas, 

p  =  R. 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  est  alors  au  centre  de  cour- 
bure O  de  la  courbe.  Le  lieu  de  ce  point  est  une  courbe  Y  tan- 
j;entc  en  chaque  point  à  la  droite  polaire.  Le  plan  osculateur  en  O 
à  r  sera  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée  en  M  ;  d'autre  part, 
le  plan  normal  en  O  à  F  sera  le  plan  osculateur  à  G  en  M.  Il  en 
résulte  que  la  droite  polaire  correspondant  au  point  O  de  la 
courbe  Y  sera  la  tangente  en  M  à  G.  Il  j  a  donc  réciprocité  entre 
les  courbes  G  et  F  :  elles  ont  même  rayon  de  courbure  aux  points 
correspondants,  et  la  tangente  de  l'une  est  la  droite  polaire  de 
l'autre. 

8.  Gomme  seconde  application,  demandons-nous,  avec  M.  Ber- 
trand, si  les  normales  principales  d'une  courbe  Q^  peuvent  être 
les  normales  principales  d'une  autre  courbe.  Soit  M  un  point 
quelconque  de  G  et  MN  la  normale  principale  en  ce  point.  Soit  M, 
un  point  situé  sur  MN  :  le  lieu  des  points  M,  forme  une  courbe  G, . 
Peut-on  choisir  MiVL  =  a,  de  telle  sorte  que  MN  soit  la  normale 
principale  de  la  courbe  G,?  Les  coordonnées  (^<,j)^i,  j3,)  de  M, 
sont 

a  sera  nécessairement  constant,  car  on  devra  avoir    ^, 

a' 6/^1 -T- P' <r/>^i -f- y' <i3i  =  o, 

qui  conduit  à 

da  =  Ç). 

Nous  aurons 

dxi  =  <r/^  -t-  a  c/a'  =    a  f  I  —  —  j  —  —  a"    ds. 

En  désignant  donc  par  a,,   p,,  y,  les  cosinus  directeurs  de  la 
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tangente  en  Mi  à  la  courbe  Cj,  on  doit  avoir 

X  étant  un  facteur  de  proportionnalité. 

D'après  l'hypothèse  faite,  t/a,,  <i[ji,  dji^  qui  sont  proportionnels 
aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  de  Ci,  doivent 
être  proportionnels  à  7/,  [3',  y',  c'est-à-dire  que 

En  remplaçant  a,,   (3^,  y,  parleurs  valeurs,  il  vient 

et  deux  autres  équations  analogues,   où  les  a  sont  remplacés  par 
les  [^  et  les  y.  JNous  avons  donc  trois  équations  de  la  forme 

La-+- Ma'-f- Na"  —  o, 
•     •  Lp-f-M[B'-j-N^".:=o,  '^^° 

ce   qui  entraîne  nécessairement  L  =  M  =  N  =  o  ;   par   suite,   en 
laissant  de  côté  l'équation  contenant  p.. 


rfx(,-|)_aXrf(lj  =  o, 


Donc 


— 

a 
T 

rfX. 

-a\d[ 

)  = 

=  0. 

dA 

. 

«__n'ïï)  „ 

d 

(i 

1 

a 

1 

1 

~  R 

T 

■4 
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et,  en  intégrant,  v ^^* 

(0  -logA— ^)  -i-log^+logC-o, 

(]  étant  une  constante.  On  a  enfin 

a        C 

J/ y  a  par  suite  une  relation  linéaire  entre-- ai  ^■>  c^  est-à-dire 

entre  la  courbure  et  la  torsion.  Réciproquement,  si  cette  relation 
est  vérifiée,  en  portant  sur  chaque  normale  ])rincipale  une  lon- 
gueur a,  on  aura  une  courbe  ayant  mêmes  normales  principales 
que  la  proposée.  On  peut,  en  effet,  trouver  alors  des  valeurs  de  A 
et  de  iJi  satisfaisant  aux  trois  équations 

L  =r  o,         M  :=  o,         N  ^  o, 

et,  par  conséquent,  <ia,,  of|3,,  cI-^k  sont  proportionnels  à  a',  fi',  y', 
ce  cjui  montre  cjue  les  deux  courbes  ont  mêmes  normales  princi- 
pales. 

La  valeur  de  A  est  complètement  déterminée  par  la  condition 

Les  équations  (3)  donnent  alors 

X  = ■ =  __!,_. 


Cherchons  l'angle  V  des  deux  tangentes  aux  courbes  (^  et  C,  ; 
son  cosinus  sera  donné  par  la  formule 

c  -'' 


cosV  ==  aai—  PPi^TTi  =  X  h  — -^j  = 


v/G2  -\-  a2 


ÏJ angle  V  est  donc  constant.  On  peut  encore  dire  que  les 
plans  osculateurs  aux  deux  courbes  aux  points  correspondants 
font  un  angle  constant. 

Dans  le  calcul  général  qui  précède,  on  a  supposé  que  l'on  n'avait 

constamment  ni  a  =  R,   ni  -  z:=  o.   Le  second  cas  donnant   une 
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courbe  plane  est  sans  intérêt;  il  n'en  est  pas  de  même  du  premier. 
Les  courbes,  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant,  satisfont  à  la 
question  proposée  :  c'est  ce  que  montre  le  calcul  précédent,  puisque 
les  trois  équations  en  \  et  li.  se  réduisent  à  deux.  Nous  avons  con- 
sidéré ces  courbes  (§  7);  elles  rentrent  dans  le  cas  général  ])our 

Cj=z  o  :  l'angle  V  est  alors  égal  à  -  • 

III.  —  Développées  des  courbes  gauches.  —  Hélices. 
Courbes  sphériques. 

9.  Pour  étendre  aux  courbes  gauches  la  théorie  des  développées, 
proposons-nous  de  chercher  si  l'on  peut  grouper  les  normales 
d'une  courbe  gauche  de  manière  qu'elles  soient  tangentes  à  une 
même  courbe. 

Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  C;  nous  désignons 
par  MIN  la  normale  principale,  et  par  MN'  une  normale  engendrant 
une  surface  développable.  Soit  I  le  point  où  cette  dernière  droite 
touche  son  enveloppe.  Désignons  par  a  et  b  les  coordonnées  du 
point  ï  dans  le  plan  normal,  rapportées  à  la  normale  principale  et 
à  la  binormale.  Les  coordonnées  de  M  étant  x,  y,  z  et  celles  de  1 
^\,  JU,  -I,  on  aura 

a7j  =  as-  -F-  a  a'  -h  6  a" , 

Ecrivons  que  dXi^  dy\i  dz^  sont  proportionnels  aux  différences 
x^  —  .r,  y^  —  >',  Z\  —  z  \  on  exprimera  ainsi  que  la  courbe  lieu  du 
point  I  est  tangente  à  ML  11  vient 

a  ds  ~\-  i'  da  -r  y!'  db  ~-  a  i—  ~  —  —  j  ds  -}~  b  ce'  —  =A(aa'--b  a"  ) 

OU,  en  ordonnant, 

a.  ds  1 1  —  r=r]  -i-  7.'  Ida  -\ —^  —alj  -i-a"  Idb  --  ^^  —  ^  X 

et  deux  équations  analogues  en  remplaçant  les  a  |)ar  les  [^  et  les  y 
De  ces  trois  équations  on  conclut  nécessairement  que  les   coeffî 
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cients  de  a,  a',  a"  sont  nuls.  On  a  donc 

a 

■-R=0, 

/  -  \  ,     ,  h  ds  ^ 

(  :>  )  {  da  -^. pî:r-  —  a  A  =  o , 

c/^ ^  -  —  6  A  =  o . 

La  première  équation  a^K  montre  que  le  point  1  est  situé  sur 
la  droite  polaire.  En  éliminant  \  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions, nous  avons 

h  da  —  a  db  ~  [a^  -h  b^)  -=■  =  o, 

que  l'on  peut  écrire 

a  db  —  b  da        ds 
a^-\-  62  ~  ""   T  * 


Soit 

t 


r 


T  étant  une  fonction  du  paramètre  dont  dépend  la  position  du 
point  M  sur  la  courbe;  l'équation  précédente  donne,  en  intégrant, 

6  =  <2  tang(T  -i-  G), 

C  étant  une  constante  arbitraire.  En  prenant  donc 

a?!  —  a?  -h  Ra'-r-  Ra"  tani^(x  -h  C) 

et  les  deux  équations  analogues,  on  obtient  une  dê^^eloppée  de  la 
courbe  gauche,  c'est-à-dire  une  courbe  dont  les  tangentes  sont 
normales  à  la  courbe  gauche.  11  J  a  une  infinité  de  développées, 
puisqu'il  figure  dans  la  formule  une  constante  arbitraire  C.  Toutes 
ces  développées  sont  situées  sur  la  surface  polaire. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'un  arc  de  développée  s'exprime,  comme 
dans  le  cas  des  courbes  planes,  par  la  différence  de  deux  lignes 
droites.  On  a,  en  effet, 

ds\  =  dx\-,-dy\^dz\=.  X2[(aa'-^  6a")24- .  . .]  =  X2(a2_i_è2). 
Pour  calculer  A,  éliminons -^j^  entre  les  deux   équations   (5);  il 
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vient 


d 


onc 


OU  encore 


a  da  -\-  b  db  =  \{a'- -^  h"-). 


^  _  ( a  da  -^  b  dby 


Mais  MI  =  \Ja^  +  6'-.  Donc  si  Mï  varie  dans  le  même  sens  quand 
on  passe  de  I  à  F  l'arc  II'  de  la  développée  sera  égale  à  la  diffé- 
rence M' F —  Ml.  C^est  le  même  théorème  que  pour  les  courbes 
planes. 

10.  Les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  peuvent-elles 
former  une  surface  développable?  Il  faudrait  pour  cela 

6  =  0, 
c'est-à-dire 

et  par  suite 

[  .  ,        ds 

Tj,  =0,  puisque         d-z  ^  —' 

La  torsion  de  la  courbe  étant  constamment  nulle,  la  courbe  se- 
rait plane. 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'établir  immédiatement  sans  calcul. 
En  effet,  si  MN  était  génératrice  d'une  surface  développable,  le  plan 
tangent  en  M  à  cette  surface  serait  le  plan  MNT,  MT  étant  la  tan- 
gente. Cette  développable  serait  donc  l'enveloppe  du  plan  oscula- 
teur  à  la  courbe  en  M  ;  la  caractéristique  du  plan  osculateur  se- 
rait alors  la  normale  principale  :  résultat  inadmissible,  puisque 
nous  avons  vu  que  cette  caractéristique  est  la  tangente  MT. 

Une  courbe  plane  a,  comme  toute  courbe,  une  infinité  de  déve- 
loppées. Pour  une  courbe  plane,  t  se  réduisant  à  une  constante, 
l'angle,  formé  parla  normale  principale  MN  et  la  normale  MN' en- 
gendrant une  développable,  sera  constant.  Les  développées  d'une 
courbe  plane  seront  donc  des  courbes  dont  les  tangentes  font  un 
angle  constant  avec  le  plan  de  la  courbe,  ou  encore  seront  des 
courbes  dont  les  tangrentes  font  un  anele  constant  avec  une  direc- 
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tion  fixe.  On  donne  le   nom   d'hélices  aux  courbes  jouissant  de 
cette  propriété  :  nous  allons  les  étudier  avec  quelques  détails. 

11.  Prenons  donc  une  courbe  C  dont  la  tangente  fasse,  avec  une 
direction  fixe  que  nous  prendrons  comme  axe  des  ^,  un  angle 
constant,  dont  y  représentera  le  cosinus.  On  a 

dz  _ 

ds  ~  '^' 

donc 

en  supposant,  comme  il  est  possible,  que  z  =  o  pour  5  =  0. 

En  exprimant  les  coordonnées  ^,  y,  z  en  fonction  de  l'arc  s, 
nous  aurons 


et  puisque 


on  aura 


da:^-~  dy^-^dz^=  ds^, 


Considérons  le  cylindre  parallèle  à  O^  et  passant  par  la  courbe  G. 
Soit  d  sa  section  droite  :  l'arc  Si  de  cette  section  droite  sera 
donné  par  la  formule 

dsl  ^  dx^^dy^  =  [/"-{s)  -r-  cp'2(5)]  ds^  -^  (i  —  ^^)ds'~  : 

donc,  en  comptant  s^   à  partir  du  point  où  l'hélice  rencontre  le 
plan  des  xy^ 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  à  une  courbe 
sont  proportionnels  à 

d'^x       d^y       d>z  Ç.S.^Ji,    b^^-^ 

ds^  '       ds'-  '       ds^' 

Or  ici  -^  r=  o  :  la  normale  principale   sera   parallèle  au   plan 

des  xy^  et  par  suite  normale  au  cylindre  projetant  la  courbe 
sur  ce  plan. 

Soit  M  un  point  de  C  et  M,  sa  projection  sur  C^.  Calculons  le 
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rayon  de  courbure  R  de  C  en  M,  et  celui  R,  de  Ci  en  M\, 


I    _fd^-x 
ÏÏ2  ~  \~d?- 


y     /d^Y 


et 


d^xV-       /d^-yy 


ds] 


Puisque  .V| 

—  5y'i  — Y^,  on  a 

d^  X            i        d^x 
dsf   "  I  —  Y'    ds'-  ' 

d'^y            1        d'-y 
dsl         1  —  ^2    ds^ 

donc 

I 

I            I 

Rf  ^-  (7^ 

-r-f  R^' 

ou 

R  = 

Ri 

Les  deux  ravons  de  courbure  sont  dans  un  rapport  constant. 
En  parti cub'er,  si  l'hélice  est  circulaire,  c'est-à-dire  si  la  section 
droite  d  est  un  cercle,  son  rayon  de  courbure  sera  constant. 

12.  Considérons  la  binormale  en  un  point  quelconque  M  de 
l'hélice  :  elle  est  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  en  M,  et, 
dans  ce  plan,  elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente  MT. 

Elle  fait  donc  un  angle  constant  avec  l'axe  des  ^,  et  le  cosinus 


i  —  Y".  Or  une  des  foi 

ds   ~ 

ï        T" 
R        T 

),  nous  avons 

•  -  -  - 

R            Y 

Y 

T  -       Y"  - 

s/i-Y'^ 

const. 


Le  rapport  entre  le  rayon  de  courbure  et  te  rayon  de  tor- 
sion est  constant  dans  une  hélice. 


M.  Bertrand  a  montré  que,  réciproquement,  toute  courbe,  pour 
R 
T 


laquelle  vp  est  constant,  est  une  hélice.  Les  formules  de  Frenet  vont 
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nous  conduire  de  suite  à  ce  théorème.  Des  relations 


d% 

a' 

doi"            CL 

ds 

-  R' 

d^  -T' 

on  lire 

dal' 

'doL     ~ 

d^' 
d'^ 

k  désignant, 

par 

hj 

pothèse,  une  constante. 

Donc 

:A-a-G, 

:   Ay    —   G", 

G,  C  et  G'^  étant  trois  constantes.  Gelles-ci  ne  peuvent  être  nulles 
à  la  fois,  car,  des  équations  précédentes,  on  conclut 

Ga"-i-G'[i"-T-G"Y"=i. 

Multiplions  les  trois  équations  par  doL,  d[i^  dy  et  ajoutons  :  il 
vient 

G  doc  -f-  G'  d^  --  G"  dy  =-  o, 

et  enfin 

G  a  H-  G'  p  -4-  G"  Y  =  const. 

Geci  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  un  angle  constant 
avec  la  direction  qui  a  pour  cosinus  directeurs 

G  C  C" 


y/G2-+-  G'2+  G"2'      /G2-,   G'2—  G"^'      ^Q^-^-  G'2+  G"2  ' 
La  courbe  est  donc  une  hélice  (^). 

43.  Nous  terminerons  ce  Ghapitre,  en  considérant  les  courbes 
tracées  sur  une  sphère.  On  peut  introduire  dans  l'étude  de  ces 
courbes  une  notion  importante,  susceptible  d'ailleurs  d'être  étendue 


(')  La  fin  du  raisonnement  précédent  suppose  essentiellement  que  la   courbe 
soit  réelle.  C'est  seulement  dans  ce  cas  qu'on  peut  être  assuré  que  la  somme 

est  dilTérente  de  zéro.    Considérons,  par  exemple,   les  courbes  dont  le  rayon  de 
courbure  et  dont  le  rayon  de  torsion  soient  constants.  Si   CM- C'M- C"^;  -  o,  la 
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à  une  surface  quelconque.  Prenons,  sur  la  courbe  sphérique  C, 
deux  points  M  et  M'  et  menons  les  arcs  de  grand  cercle  tangents 
à  la  courbe  en  ces  points.  Soit  £  l'angle  de  ces  deux  arcs  de  grand 
cercle,  angle  voisin  de  zéro  si  M'  est  voisin  de  M.  On  donne  le 
nom  de  courbure  géodésique  à  la  limite  du  rapport 

—  (A5  =  arc  MM'), 

quand  M'  tend  vers  M.  Si  nous  posons 

I         ,.       £ 
G  ^s 

G  sera  dit  le  rayon  de  courbure  géodésique  de  la  courbe  au 
point  M. 

Nous  allons  donc  calculer  lim--,  et  il  est  clair  que  £  représente 

l'angle  des  normales  au  plan  des  deux  grands  cercles. 

Si  donc  ai,    p,,  y,   désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male au   plan   du  grand  cercle  tangent   en  M  à  la  courbe  G,    on 


courbe  sera  une  hélice  circulaire.  Mais  plaçons-nous  maintenant  dans  l'hypo- 
thèse Dh-  C''+  C"-  =  0.  L'égalité 

donne 

1  +  h''  ---  G. 

On  a  donc  A-  =  rti,  {i  =  ^—i);  soit,  par  exemple,  k  =  i.    Il  faudra  que  —  =  i. 

Dans  la  formule 

d'x'  a         a" 

~ds   "^  ""'  K  ~  f  ' 

d'x 

remplaçons  a"  par  sa  valeur  io.  +  C  et  a'  par  R  -j--,  il  vient 

a  sera  donc  un  polynôme  du  second  degré  en  5,  et  x  sera  par  conséquent  un 
polynôme  du  troisième  degré  en  5.  Il  en  est  de  même  pour  y  et  z^  et  l'on  ob- 
tiendrait ainsi  une  cubique  gauche  imaginaire,  pour  laquelle  le  rayon  de  cour- 
bure et  le  rayon  de  torsion  sont  constants,  leur  rapport  étant  égal  à  i.  L'exis- 
tence de  cette  cubique  gauche  imaginaire,  ayant  courbure  et  torsion  constantes, 
a  été  signalée  par  M.  Lyon  dans  sa  thèse  Sur  les  courbes  à  torsion  constante, 
1890. 
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aura,  en  raisonnant  comme  dans  le  calcul  du  rayon  de  courbure, 


Or  on  a  évidemment 


y.z  —  Y^ 


ïi 


)X  —  <xy 
a 


en  se  rappelant  que  œ- -^~  y 
Il  vient  alors 


a- 


j_   _  (y  d^i  —  z  6/S)2-4-  (z  doL  —  x  d^()^-^  {x  d^  — y  d'xy- 

_  {x^--~y'^-r-z^-){  d%^  -^  c^^2  ^  d^ç-)  —  {x  d'x  ^ y  d"^ -^  z  dy)' 


ou 


I    _     I  (a'x  -{-  ^'y  -+-  Y^y 

G2  ~  IP  a2K2  ' 

R  étant  le  rayon  de  courbure  de  G  en  M.  Ceci  posé,  considérons 
la  droite  polaire  D  (Jlg*  18),   correspondant  au  point  M  :  elle 

Fig.  18. 


passe  évidemment  par  le  centre  de  la  sphère  ;  soit;  'd'autre  part, 
MN  la  normale  principale  rencontrant  la  droite  polaire  en  1,  point 
qui  est  le  centre  de  courbure.  Appelons  enfin  V  l'angle  DOM, 
on  aura 


a  .r  -4-  [i  jK  +  Y 


sin  V 


et,  par  suite, 


G2        «nanirsy 
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C'est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir  pour  la  courbure 
géoclésique.  On  peut  aussi  en  conclure 

G  ^  a  tangV  =  —z=:z=r.  ^ 

formule  simple  reliant  le  rayon  de  courbure  géodésique  au  rayon 
de  courbure  de  la  courbe. 

14.  Cherchons,  comme  application,  les  courbes  de  la  sphère 
dont  le  rayon  de  courbure  géodésique  est  constant.  D'après  la 
formule  précédente,  ceci  revient  à  chercher  les  courbes  de  la 
sphère  ayant  une  courbure  constante.  Or  nous  avons  vu  que  le 
carré  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice  était  donné  en  général 
par  l'expression 

La  sphère  osculatrice  d'une  courbe  tracée  sur  une  sphère  étani 
manifestement  cette  sphère  elle-même,  on  aura,  pour  toute  courbe 
de  notre  sphère, 

Supposons  que  la  courbe  ne  soit  pas  plane,  alors  T  ne  sera 
pas  constamment  iniini  et  -%     étant  nul,  on  aura 

a2  r^  R^. 

Or  MI  =:  K  :  il  faudra  donc  que  toutes  les  normales  principales 
de  la  courbe  passent  par  le  centre.  Ces  normales  formant  une  sur- 
face développable,  la  courbe  devra  être  plane,  résultat  contradic- 
toire avec  l'hypothèse  faite.  Par  suite,  les  courbes  cherchées  sont 
des  courbes  planes  :  ce  sont  nécessairement  des  cercles  de  la 
sphère. 
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CHAPITRE  XIV. 

DES  COURBES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFAClï 


I.  —  De  la  courbure  des  courbes  tracées  sur  une  surface. 
Théorème  d'Euler  et  de  Meusnier. 

1.    Nous  allons  étudier  la  courbure  des  lignes  tracées  sur  une 
surface  quelconque.  Soit 

l'équation  de  cette  surface.  Pour  toutes  les  valeurs  àe  x  el  y  que 
nous  considérons,  il  sera  supposé  que  la  fonction  a  des  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  déterminées  et  continues. 
Nous  avons  déjà  posé 


dz 

dz 

d'-Z 

â-^z 

d^z 

ôx' 

'i-Ty' 

'-ô^^^ 

~  dxdy' 

^  -  dyi 

Menons  la  normale  au  poiut  M(:r,  jk,  ^)  de  la  surface.  Nous  dé- 
finirons sur  cette  droite  géométrique  une  direction  déterminée  Mv, 
en  considérant  la  direction  qui  fait  avec  l'axe  Oz  un  angle  aigu; 
les  cosinus  des  angles  de  cette  direction  avec  les  axes  seront 


—  p  -q 


le  radical  étant  pris  positivement. 

Ceci  posé,   considérons  une  courbe  C  sur  la  surface.  En  dési- 
gnant toujours  par  a,  [3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à 

cette  courbe,  on  a 

pa-\-  q'^  —  ^  =  0, 
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d'où,  en  difFéren liant,  pour  un  déplacement  sur  la  courbe, 

p  d%  -'-  q  d^  —  d-(  +  OL  dp  -4-  ^j  dq  —  o, 

relation  qui,  en   se  servant  des  premières  formules  de  Frenet  et 
remplaçant  dp  et  dq  par  r  dx  +  s  dy  et  s  dx  -h  t  dy,  devient 

R 

Or,  si  9  désigne  l'angle  que  fait  la  normale  principale  MN  à  la 
courbe  avec  la  direction  Mv  de  la  normale  à  la  surface,  on  aura 

-( -    pa!  —  q^' 
y/i  — />2-^^-^ 

et  nous  avons  alors  la  formule  fondamentale 

cosO        ra2-4-2saS -h  ^Q2 


1^  s/l-^p^-^q^ 

2.  La  relation  précédente  donne  tout  ce  c|ui  est  relatif  à  la  cour- 
bure des  lignes  tracées  sur  une  surface.  Nous  pouvons  en  déduire 
immédiatement  le  théorème  de  Meusnier  qui  ramène  la  recherche 
de  la  courbure  des  courbes  quelconques  passant  en  un  point  d'une 
surface  à  celle  des  sections  normales  passant  par  ce  point. 

Soient,  en  effet,  deux  courbes  tracées  sur  la  surface,  MG  etMC 
ayant  même  tangente  en  M;  nous  aurons 

cos6        cos6' 

IV  et  9'  ayant  les  mêmes  significations  pour  la  seconde  courbe  que 
R  et  B  pour  la  première. 

Supposons,  de  plus,  que  les  deux  courbes  aient  même  plan  os- 
culaleur  :  leurs  normales  principales  coïncideront,  et  l'on  aura 

soit     6  =  0',         soit     0  =  0' 4-7:; 

mais  ce  second  cas  est  impossible,  car  R  et  R'  sont  positifs.  On  a 
donc  9  =  9'  et,  par  suite  R  =  R'. 

Ainsi^  une  courbe  quelconque  a  en  M  même  rayon  de  courbure 
que  la  section  plane  déterminée  dans  la  surface  par  son  plan  oscu- 
lateur. 


382  APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DU    CALCl  L    INFINITÉSIMAL. 

Il  suffira  donc  de  considérer  les  sections  planes  passant  par  M. 
Comparons  d'abord  les  sections  planes  avant  même  tangente  MT. 
En  particulier,  soit  une  section  plane  passant  par  MT  et  par  la 
normale  Mv,  section  que  nous  appellerons  section  normale.  Pour 
cette  section,  on  ne  peut  avoir  que 

0'  =  O  ou  0'  :=:  T. 

On  aura  B'^=  o  si  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale 
est  sur  Mv,  et  B' ^=  ti  s'il  est  sur  le  prolongement  de  Mv.  Or  on 
|)eut  toujours  supposer  qu'on  se  trouve  dans  le  premier  cas  en 
choisissant  convenablement  la  direction  positive  de  l'axe  O^.  On 
a  alors 

COSO  T 

Cette  formule  exprime  le  théorème  de  Meusnier.  Elle  montre 
que  le  centre  de  courbure  O  de  la  section  oblique  est  la  projec- 
tion sur  le  plan  de  cette  section  du  centre  de  courbure  O'  de  la 
section  normale  ayant  même  tangente. 

3.  Nous  sommes  donc  enfin  ramené  à  l'étude  de  la  variation  du 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  dont  le  plan  tourne  au- 
tour de  Mv  :  cette  étude  a  été  faite  par  Euler. 

Reprenons  la  formule  fondamentale  du  §  1.  Puisqu'il  s'agit 
d'une  section  normale,  il  faut  v  faire  8  =  o  ou  8  =  t:.  Pour  n'avoir 
qu'un  cas  à  considérer,  nous  allons  faire  une  convention  relative 
à  R;  jusqu'ici  R  a  toujours  désigné  une  quantité  essentiellement 
positive.  Dans  la  suite,  R  va  être  susceptible  dhin  signe  :  pour 
une  section  normale,  R  sera  positif,  quand  l'angle  8  correspondant 
à  cette  section  sera  nul;  il  sera  négatif  quand  l'angle  8  sera  égal 
kiz.  En  d'autres  termes,  R  sera  positif  si  la  dlrectioh  allant  de  M 
au  centre  de  courbure  de  la  section  coïncide  avec  Mv;  il  sera  né- 
g"atif  si  cette  direction  coïncide  avec  le  prolongement  de  Mv.  Avec 
cette  convention,  on  aura  la  valeur  de  R  en  faisant,  dans  tous  les 
cas,  8  =  o  dans  la  forme  fondamentale.  Celle-ci  nous  donne  donc, 
|)Our  les  sections  normales, 

T    _  /a^-^-  9,.«?a3  -^  ?32 
1^  v/i-4-/>2^  Cf^ 
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Pour  étudier  la  variation    de    j-  ,    prenons    comme   origine   le 

point  M,  la  direction  Mv  comme  axe  des  z\  le  plan  tangent  en  M 
sera  alors  le  plan  xy.  On  r  p  =  q  =  o,  et  la  formule  devient 

Or  soit  0)  l'angle  de  la  tangente  MX  avec  l'axe  M^;  il  vient 

—  =  7'  cos^w  -+-  2  5COS0)  sinw  -i-  t  sin^co. 

On  a  donc  seulement  à  discuter  une  forme  quadratique  en  cosco 
et  sin  0). 

Les  maxima  et  minima  de  -  ont  lieu  pour  les  valeurs  de  to  qui 
annulent  sa  dérivée,  c'est-à-dire,  comme  le  donne  un  calcul  facile, 
pour  les  racines  de  l'équation 

2  S 

"  r—t 

Cette  équation  donne  pour  to  deux  directions  rectangulaires.  Si 
l'on  prend  pour  axes  des  x  et  des  j  ces  deux  directions,  la  valeur 
de  .V  correspondant  à  ces  nouveaux  actes  devra  être  nulle,  puisque 

l'équation  admettra  les  racines  i^}  =z=  o^  -,   et  l'on  aura 


2 

—  =  ri  cos^oj  -f-  ti  sin^o). 


En  désignant  par  Ri   le  rajon  de  courbure  correspondant  à  la 
section  to  =  o  et  par  Ro  le  rayon  de  courbure  de  la  section  03  =  -, 

on  a  j^  =  /•,  et  de  même  ^  =  /•..  Nous  avons  donc  la  relation  due 
à  Euler 


Les  deux  sections  normales,  que  nous  venons  de  signaler,  sont 
dites  les  sections  iioj^males  principales.  Ce  sont  les  sections  cor- 
respondant aux  maximum  et  minimum  des  rayons  de  courbure. 
Ri  et  Ro  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface 
en  M. 
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4.  Au  point  de  vue  de  la  forme  de  la  surface  dans  le  voisinage 
de  M,  deux  cas  sont  à  distinguer.  Soit  d'abord  R,  et  Ro  de  même 
signes  R  a  un  signe  invariable.  La  surface  est  alors,  clans  le  voisi- 
nage de  M,  d'un  même  côté  de  son  plan  tangent;  les  centres  de 
courbure  des  sections  normales  sont  compris  entre  les  deux  cen- 
tres de  courbure  O,  et  Oo  des  sections  principales. 

Jl  en  est  tout  autrement  si  R,  et  Ro  sont  de  signes  contraires  : 
R  a  un  signe  variable.  Les  deux  valeurs  de  w,  correspondant  à 

donnent  ^  =  o,  et  les  deux  sections  normales,  correspondant  à  ces 

tangentes,  ont  en  M  une  inilexion.  La  surface  n'est  pas  tout  entière 
d'un  même  côté  de  son  plan  tangent  dans  le  voisinage  de  M  :  elle 
est  dite  alors  à  courbures  opposées  au  point  M.  Un  lijperboloïde 
à  une  nappe  nous  offre,  en  un  quelconque  de  se?  points,  l'exemple 
d'une  telle  surface. 

Un  cas  intermédiaire  est  celui  où  une  des  quantités  j— ,  ^  se- 
rait nulle  :  on  aurait,  par  exemple, 

I         sin'-^to  ^ 
R  ^  ~W 

R  serait  de  signe  invariable,  s'annulant  seulement  pour  w  =  o. 
Signalons  encore  le  cas  particulier  où  R<  =^  Rg  :  on  aura 


Toutes  les  sections  normales  ont  alors  même  courbure  ;  le  point  est 
dit  un  ombilic  de  la  surface.  En  un  tel  point,  les  sections  prin- 
cipales sont  indéterminées. 

Si,  sans  particulariser  les  axes  des  x  et  des  y^  nous  revenons  à 
la  formule 

R 

les  deux  grandes  distinctions  que  nous  avons  faites  correspondent 
à  s'^—rt  <  o  et  à  s-  —  rt  >  o.  Dans  cette  dernière  hypothèse,  les 
directions  de  tangentes,  pour  lesquelles  la  section  normale  corres- 
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pondante  a  une  inflexion,  sont  données  par  l'équation 

/'^-+  iSTv  H-  ty'^  =  o. 

Les  tangentes  des  sections  normales  pour  lesquelles  —  =  o  sont 

appelées  les  tangentes  principales  de  la  surface  en  M.  11  ne  faut 
pas  confondre,  comme  on  voit,  les  tangentes  principales  avec  les 
tangentes  des  sections  normales  principales. 

Les  tangentes  principales  peuvent  être  définies  d'une  autre 
manière.  Considérons,  en  effet,  le  développement  de  z  suivant  les 
puissances  de  x  cly,  d'après  la  formule  de  Tajlor;  on  aura 

z  =  -^  ^^^( rx'' -^  2S xy  ^  ty'-)  -{-... , 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  à  deux.  Coupons 
la  surface  par  le  plan  ^  =  o,  l'équation  de  la  section  sera 

o  =  rx^-h'2STy-+- ty^-i-. .  ., 


ce  qui  montre  qu'elle  a  en  M  un  point  double,  et  les  tangentes  en 
ce  point  double  sont  les  tangentes  principales.  Ainsi  les  tangentes 
principales  à  une  surface  en  un  point  M  sont  les  tangentes,  en  ce 
point,  de  la  section  plane  déterminée  dans  la  surface  par  le  plan 
tangent  en  M. 

Prenons,  par  exemple,  un  point  d'un  hjperboloïde  à  une  nappe  ; 
les  deux  tangentes  principales  en  ce  point  sont  les  deux  généra- 
trices rectilignes  qui  j  passent. 

o.   Revenons  à  la  formule  générale 


R 


;-a2-i-2^a^  +  ^[^S 


les  axes  de  coordonnées  étant  quelconques,  mais,  bien  entendu, 
rectangulaires.  Cherchons  l'équation  du  second  degré  en  ~  déter- 
minant les  traces  des  sections  principales  sur  le  plan  tangent.  Nous 
savons  qu'elles  correspondent  au  maximum  et  au  minimum  de  ~ 

1  •        1     y/i-f- «2-+-  r/2 
ou  bien  de ^ --> 

p.-    I.  o'. 
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Nous  devons  égaler  à  zéro  la  différentielle  de  cette  expression, 
ce  qui  donne 

(i)  ry.doL-^s{^(xd'^-^'^cloL)-\-t'^d'^  =  o. 

Ov  a  et  j3  sont  liées  par  la  relation 

a2+  p+  (/9a-[-  ^P)2  =  I  (puisque  Y  =  y^a  -h  </ p); 

en  différentiant  cette  dernière  relation,  il  vient 

(2)  oi  dx  -^-  'i  d'^  -^  {p y.  -}-  q  '^)  ( p  doc  -{-  g  d'^)  =  o. 

On  aura  donc,  en  éliminant  dy.  et  d'^  entre  (1)  et  (2), 

aM  5(i -1-7/2)  _;,^r]-f-a3[^(i-i-/.^)-r(H-ry2)]_p2[;,(i  +  ^2)_,,^,]:^o. 

Telle  est  l'équation  faisant  connaître  les  deux  tangentes  aux  sec- 
tions normales  principales  en  un  point  (^,  J",  ^)  de  la  surface. 

Cherchons,  en  particulier,  les  équations  qui  caractériseront  un 
ombilic.  En  un  tel  point,  les  sections  normales  principales  sont 
indéterminées;  Téquation  précédente  doit  être  identiquement 
vérifiée,  ce  qui  entraîne 

1  -t-/>2  ^  pq  ~   1  +  q'^ 

11  y  a  donc  deux  conditions  pour  exprimer  qu'un  point  est  un 
ombilic. 

6.  Cherchons  maintenant  l'équation  du  second  degré  donnant 
les  deux  rayons  de  courbure  principaux.  L'élimination  dy  et  d'^ 
entre  les  équations  (i)  et  (2)  nous  a  conduit  à  l'équation 

roc-i-  s'^  sa  +  ^P 

que  j'ai  donnée  plus  haut  sous  forme  entière  ;  on  peut  encore 
écrire,  comme  valeur  commune  de  ces  rapports,  en  multipliant 
les  deux  termes  du  premier  rapport  par  a  et  les  deux  termes  du 
second  par  ^, 

ra'^  -f-  2sa|i  H-  ^[i^ 
c  est-a-dire  — ,  ,   ^.^o   ,    wj->  ou 


ra2-h25a3-l-/[i^  ^i^pi^qi 
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Posant  donc 

P-  Y\         ' 

nous  aurons 

ra-f-.ç3  SOL  -h  t'^ 

P  = 


L'élimination  de  g  entre  ces  deux  équations  conduit  à  l'équa- 
ion  cherchée 


qui  donne,    en  remplaçant   p   par    v  t+/>-+y^    j^^   j^^^^  rajons 

de  courbure  principaux  au  point  considéré. 

Cette  équation  en  p  aura  toujours  ses  racines  réelles;  si  elles 
sont  de  même  signe,  la  surface  est  convexe  dans  le  voisinage  du 
point  (^,  y,  z);  elle  est  à  courbures  opposées,  dans  le  cas  con- 
traire. Le  signe  de  7^t  —  s-  permet  donc  de  décider  de  la  nature  de 
la  surface  dans  le  voisinage  d'un  point. 

On  peut,  avec  l'équation  précédente,  exprimer  qu'un  point  est 
un  ombilic  :  il  suffira  d'écrire  qu'elle  a  une  racine  double.  Il 
semble  donc,  au  premier  abord,  qu'il  y  ait  contradiction  avec  le 
résultat  trouvé  plus  haut,  où  nous  avons  trouvé  deux  équations, 
tandis  qu'ici  une  seule  équation  exprimera  que  les  deux  valeurs 
de  p  sont  égales.  L'explication  est  facile  :  le  discriminant  de  l'é- 
quation en  p,  on  le  vérifiera  aisément,  est  une  somme  de  deux 
carrés,  et,  comme  la  surface  est  supposée  réelle,  il  faut  annuler 
chacun  des  carrés,  ce  qui  donne  les  équations  précédemment 
trouvées. 

II.  —  Lignes  de  courbure.  —  Propriétés  et  équations  générales. 

7.  En  étudiant  les  congruences  de  droites  (Ghap.  XI,  §  lo), 
nous  avons  déjà  défini  incidemment  les  lignes  de  courbure  d'une 
surface.  Les  normales  à  une  surface  forment  une  congruence. 
Soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  et  MN  la  normale  en  ce 
point;  par  MN  passent  deux  surfaces  développables  ayant  pour 
génératrices  des  normales  à  la  surface.  Ces  deux  surfaces  se  cou- 
pent à  angles  droits.  Nous  en  avons  conclu  que  par  chaque  point 
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M  d'une  surface  passent  deux  courbes  sur  la  surface,  telles  que 
les  normales  aux  divers  points  de  ces  courbes  forment  deux  sur- 
faces développables  :  ces  deux  courbes,  qu'on  appelle  lignes  de 
courbure  de  la  surface,  sont  à  angle  droit.  Pour  les  trouver,  il 
faut  intégrer  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du 
second  degré. 

Traitons  la  question  directement.  Les  équations  de  la  normale 
à  la  surface  au  point  (j:*,  y,  z)  sont 

X  =  —  pZ  -\-  X  -h pz , 

Y  —  —qZ-^ y  -^  qz. 

Cette  droite  engendrera  une  surface  développablc  si 

flix^pz)  _  d(y^qz)  ^  "5  6  "^ 

dp  dq 

OU  bien 

dx  -h  p  dz  _  dy  -^  q  dz 
dp  dq 

et,  en  remplaçant  dz  par  p  dx  -^  q  dy, 

(i-\-p')  dx^pq  dy  _  pg  dx  ^{i-hq-)  dy 
r  dx  -^  s  dy  ~~  s  dx  -\-  t  dy 

Cette  équation  du  second  degré  en  -£^  est  l'équation  différen- 
tielle des  projections  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy. 
Nous  en  déduisons  un  théorème  très  important  :  la  relation  pré- 
cédente coïncide  en  effet  avec  l'équation  en  a  et  [^  trouvée  plus 
haut,  relative  aux  tangentes  des  sections  normales  principales. 
On  en  conclut  que  les  lignes  de  courbure  en  chaque  point  sont 
tangentes  aux  sections  normales  principales. 

Voici  une  seconde  propriété  fondamentale  des  lignes  de  cour- 
bure. Soit  C  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  :  les  normales 
menées  à  la  surface  par  tous  les  points  de  cette  ligne,  formant  une 
surface  développablc,  sont  tangentes  à  une  courbe  gauche.  Cher- 
chons le  point  de  contact  de  Tune  d'elles  avec  son  enveloppe;  les 
coordonnées  de  ce  point  vérifient  les  équations  de  la  normale  en 

M,\x,y,z), 

X  =  —  pZ-i-  X  -i-pz^ 

Y  =  —  qZ  -{-y  -h  qz 
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et  les  deux  équations  obtenues  par  différentiation 

—  dp  Z  H-  dx  -f- p  dz  -^  z  dp  —  o^ 

—  dq  Z  -^  dy  -^  q  dz  -^  z  dq  =  o . 

Ces  quatre  équations  sont  compatibles,  d'après  la  définition  même 

de  C,  et  l'on  a 

dx  +  p  dz  _  dy  -\-  q  dz 

^  ^  dp  dq 

Or  dx  et  dy  sont  proportionnels  aux  cosinus  a  et  p  relatifs  à  la 
tangente  d'une  des  sections  principales  en  M.  On  a  donc 

^  _  __  a(i-+-/?M-h/?^3  ^  pqoL  +  (1  +  ^2j^ 
""  ~  /•  a  -h  i'  3  5  a  -h  ^  3 

et,  par  conséquent,  d'après  une  combinaison  faite  plus  haut, 
Z_^- \ ^     . 

Mais  R  désignant  le  rayon  de  courbure  principal,  correspondant 

à  (a,  3),  le  second  membre  est  égal  à  -  ;  on  a,  par  suite, 

y/i  +/>2-i-  q-^ 

Z  =  z  -\-  —~-  7 

\/l-^p^-^  q'^ 

ce  qui  montre  que  le  point  de  contact  considéré  est  au  centre  de 
courbure  principal  ou,  sous  une  autre  forme,  la  normale  en  tout 
point  d^iine  surface  touche  les  deux  nappes  de  la  surface  fo- 
cale de  la  congruence  des  normales  aux  deux  centres  de  cour- 
bure principaux  relatifs  à  ce  point. 

8.  L'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est  suscep- 
tible de  formes  diverses.  Des  formules  intéressantes,  équivalentes 
à  cette  équation  différentielle,  ont  été  données  par  Olinde  Ro- 
drigue. Désignons  par  a,  ^,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
en  un  point  arbitraire  d'une  surface,  et  soit  R  le  rajon  de  cour- 
bure principal  correspondant  à  une  des  sections  principales,  les 
coordonnées  du  centre  de  courbure  seront 

x-^Ka,    j'+R^,     s  +  Rc. 


ogo  APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DU    CALCUL    INFINITÉSLMAL. 

Pour  un  déplaceinent  sur  la  ligne  de  courbure  tangenle  à  la  sec- 
tion principale,  on  aura  donc 

d{x^  Rg)  _  (/(j-hR^>)  _  d{z-^Kc) 
abc 

ce  qui  exprime  que  le  centre  de  courbure  décrit  une  courbe  tan- 
genle à  la  normale  de  la  surface.  Ces  équations  peuvent  s'écrire 

dx  +  R  da  _  c//  -4-  R  db  _  c/^  -f-  R  de 
abc 

et  la  valeur  commune  de  ces  rapports  sera  zéro,  comme  on  le  voit 
en  les  multipliant  respectivement  par  a,  b,  c.  On  a  donc 

dx  -X-  R  da  ==  () , 
dy  -4-  R  â?6  —  o , 
dz    -  \i  de  —  o . 

Telles  sont  les  formules  de  Rodrigue.  Elles  reviennent  à 
deux,  puisqu'en  les  multipliant  respectivement  par  a,  ^,  c  et 
ajoutant  on  obtient  une  identité.  Gomme  elles  renferment  11, 
elles  sont  éc[uivalentes  à  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure.  Leur  intérêt  provient  de  leur  symétrie  et  de  ce  qu'elles 
font  connaître  en  même  temps  une  expression  simple  de  R. 

Si  l'on  veut  en  tirer  l'équation  différentielle,  trouvée  plus  haut, 
des  lignes  de  courbure,  il  suffit  d'éliminer  R  en  Ire  les  deux  pre- 
mières, ce  qui  donne 

dx  db  —  dy  da  =  o . 

Or 

«=-— g .       />=y^^ ; 

donc,  en  substituant,  ^ 

{dp  dy  —  dq  dx)  {\  ~\-  p- -^  q-)  ^  { p  dy  —  q  dx)  {p  dp  -{-  q  dq)  —  o. 

Jj'équation  étant  écrite  sous  cette  forme,  on  peut  en  conclure  im- 
médiatement une  remarque  intéressante.  La  courbe  imaginaire 
donnée  par  l'éc[uation 

I  -^/>2+  q'^  —  Ç) 

est  une  ligne  de  courbure,  puisqu'on  a  pour  elle/»  dp-\-qdq  =  o. 
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On  peut  donc  toujours  trouver  sur  une  surface  une  ligne  de 
courbure,  sans  aucune  intégration  :  cette  ligne  de  courbure  est 
d'ailleurs  imaginaire.  Ce  résultat  est  dû  à  M.  Darboux  (*),  qui  y 
est  arrivé  de  la  manière  la  plus  simple  en  considérant  sur  la  sur- 
face les  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  un  plan  tangent 
au  cône  asymptote  de  la  sphère.  Le  lieu  de  ces  points  forme  bien 
la  courbe  obtenue  plus  haut. 

9.  L'équation  des  lignes  de  courbure  peut  encore  se  mettre 
sous  la  forme  suivante,  très  utile  dans  les  applications.  Désignons 
par  u,  V,  iv,  non  plus  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  mais 
seulement  des  quantités  proportionnelles  à  ces  cosinus,  et  consi- 
dérons une  ligne  de  courbure. 

Soient 

X  ~  X  -^  ul , 

Y  ^7  -^vl, 

Z  -^z  ^  wl 

les  coordonnées  du   point  où  la  normale  touche  son  enveloppe. 

On  aura 

d{x-^ul)        d{y-^vl)        d{z-{-ivl) 


équations  qui  reviennent  à 

dx  -h  /  du        dy  -+-  l  dv 


Idw 


d'où,  en  désignant  par  —  l'  la  valeur  de  ces  rapports, 

dx  -r-  l  du  H-  ul'  =  o, 
dy -\- l  dv   -h  vl'    =0, 


dz  -r-  l  dw 


et,  en  éliminant  l  et  /', 


dx 

u 

du 

dy 

V 

dv 

dz 

tp 

dw 

^S(n.   > 


(  '  )  G.  Darboux,  Recherches  sur  les  surfaces  orthogonales  {Annales  de  U  Ecole 
Normale,  i865). 
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C'est,  dans  toute  sa  généralité,  Véquation  différentielle  des 
lignes  de  courbure.  Si,  par  exemple,  les  coordonnées  œ,  y,  z 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  sont  données  en  fonction  de 
deux  paramètres  a  et  p,  on  pourra  prendre  pour  u,  r,  w  les  trois 
déterminants  fonctionnels 


D(r>^)      D(->^)      D(^,.r) 

D(a,  p)'      D^a,  P)'      D(a,  P)^ 


d'^ 


et,    en   substituant,   on    aura   Téquation    différentielle   en  -^   des 
lignes  de  courbure  de  cette  surface. 

dO.  La  recherche  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  revient, 
d'après  ce  qui  précède,  à  la  détermination  de  l'intégrale  générale 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre;  nous  indiquerons 
seulement,  pour  le  moment,  deux  classes  de  surfaces  dont  on  ob- 
tient immédiatement  les  lignes  de  courbure. 

Sur  une  surface  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les 
parallèles  et  les  méridiens.  En  effet,  les  normales  à  la  surface  me- 
nées aux  différents  points  d'un  méridien  sont  situées  dans  un 
même  plan  et  forment,  par  suite,  une  développable;  d'autre  part, 
les  normales  en  tous  les  points  d'un  parallèle  forment  un  cône  do 
révolution  qui  est  aussi  une  surface  développable.  On  trouverait 
facilement  le  même  résultat  par  le  calcul,  en  prenant  l'équation 
de  la  surface  sous  la  forme 

l'axe  des  z  étant  l'axe  de  la  surface.  On  n'a  qu'à  substituer,  dans 
l'équation  du  paragraphe  précédent, 

le  déterminant  se  réduit  à  l'équation 

{x  dx  -^ y  dy)  (x  dy  —  y  dx)  =  o, 

qui  donne  les  parallèles  et  les  méridiens. 

Considérons,  en  second  lieu,  une  surface  développable.  Les  gé- 
nératrices rectilignes  de  cette  surface  constituent  un  premier  sys- 
tème de  lignes  de  courbure,  car,  le  plan  tangent  étant  le  même 
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en  tous  les  points  d'une  génératrice,  les  normales  à  la  surface  en 
tous  les  points  de  celle-ci  sont  toutes  dans  un  même  plan.  Le  se- 
cond système  est  formé  parles  trajectoires  orthogonales  des  géné- 
ratrices, c'est-à-dire  par  les  développantes  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment. 

Cherchons  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  P 
d'une  surface  développable.  L'un  de  ces  rayons  est  manifeste- 
ment infini,  puisqu'une  des  sections  normales  principales  est  une 
ligne  droite.  Menons  la  génératrice  passant  par  le  point  P  et  soit 
M  le  point  où  elle  touche  l'arête  de  rebroussement.  Désignons  par 
(.Ti,  jKiî  ^i)  les  coordonnées  de  P  et  par  «4,  6,,  C|  les  cosinus  di- 
recteurs de  la  normale  en  P  à  la  surface;  soit  enfin  R,  le  second 
rayon  de  courbure  principal  cherché.  On  a,  d'après  les  formules 
de  Rodrigue, 

Ui  =  —  — — , 
dai 

les  différentielles  étant  relatives  à  un  déplacement  sur  la  seconde 
ligne  de  courbure.  En  appelant  (^,y,  z)  les  coordonnées  de  M  el 
adoptant  pour  l'arête  de  rebroussement  nos  notations  habituelles, 
on  a 


Or,  quand  on  se  déplace  sur  une  trajectoire  orthogonale  des 
génératrices,  dxi  =z  l dcL  puisque  ds  -f-  dl  =:  o. 
Par  conséquent 

dcL" 

Les  formules  de  Frenet  donnant -r^,  =  ir?  nous  avons  finale- 

da  R 

ment 

T 

T  et  R  désignant  les  rayons   de  torsion  et  de  courbure  en  M  de 
l'arête  de  rebroussement. 


^ 
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III.  —  Théorème  de  Joachimstal.  —  Théorème  de  Dupin. 

n.  On  doit  à  Joachimstal  une  proposition  élégante  relative  à 
deux  surfaces  avant  une  ligne  de  courbure  commune.  Nous  allons 
montrer  que,  si  deux  surfaces  ont  une  ligne  de  courbure  com- 
mune, elles  se  coupent  sous  le  même  angle  en  tous  les  points  de 
cette  courbe. 

En  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  commune  L,  menons 
les  normales  MN  et  MN'  aux  deux  surfaces  S  et  S',  et  soit  Mv  la 
normale  principale  à  la  courbe  L.  Si  o  et  o'  désignent  les  angles 
de  Mv  avec  MN  et  MN',  on  aura  (Ghap'.  XIll,  §  9) 

(C  et  C  étant  des  constantes),  puisque  les  normales  MN  et  les 
normales  MN'  restent  tangentes  à  deux  développées  de  la  courbe, 
conséquence  immédiate  de  ce  que  L  est  une  ligne  de  courbure  de 

S  et  de  S'. 
On  a  donc 

o'—o  =  C— G: 

l'angle  c^' —  es  de  MN  et  de  MN'  est  constant. 

A  ce  théorème  on  peut  joindre  une  réciproque  :  Si  deux  sur- 
faces se  coupent  sous  un  angle  constant  en  tous  les  points  d^  une 
courbe  L  et  cjue  celle-ci  soit  une  ligne  de  courbure  pour  la 
première  surface,  elle  sera  aussi  ligne  de  courbure  pour  la 
seconde.  En  effet,  Tangle  NMN'  étant  constant,  on  aura 

o' Cp  =:   G" 

(C"  étant  une  constante);  or,  puisque,  pour  la  surface  S,  la  ligne  L 
est  une  ligne  de  courbure,  la  normale  MN  restera  tangente  à  une 
développée  de  cette  courbe.  Donc 

cp   =  T  +  G, 

et  par  suite 

o'  =  t-i-Gh-  G"=T-f-G', 

C  étant  une  constante,  c'est-à-dire  que  MN'  reste  tangente  à  une 
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courbe  gauche.  La  ligne  L  est  alors  une  ligne  de  courbure  pour  la 


surface  S'. 


L'application  de  ces  théorèmes  est  particulièrement  intéressante 
pour  les  lignes  planes  et  sphériques. 

Toute  ligne  plane  est  une  ligne  de  courbure  de  son  plan  et 
toute  ligne  tracée  sur  une  sphère  est  une  ligne  de  courbure  de 
celte  sphère.  Donc,  si  un  plan  ou  une  sphère  coupe  une  surface 
suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure,  l'interseclion  a  lieu  sous  un 
angle  constant  tout  le  long  de  cette  ligne. 

Réciproquement,  si  un  plan  ou  une  sphère  coupe  une  surface 
sous  un  angle  constant  tout  le  long  d'une  ligne,  celle-ci  sera  une 
ligne  de  courbure  pour  la  surface. 

12.  Passons  maintenant  à  un  théorème  célèbre  du  à  Dupin  et  qui 
a  été  l'origine  d'une  théorie  considérable,  celle  des  surfaces  ortho- 
gonales. Nous  considérons  trois  familles  de  surfaces  dont  les  équa- 
tions renferment  chacune  un  paramètre  arbitraire 

f{x,  y,  ^)  r^  À, 
?(-^,  J;    -)  -=  1^, 

X,  p.,  V  étant  les  trois  constantes  arbitraires.  Par  un  point  quel- 
conque de  l'espace  passe  une  surface  de  chacune  de  ces  familles. 

Supposons  que  deux  surfaces  cjuelconques  prises  dans  ces  trois 
familles  se  coupent  à  angle  droit:  on  dit  que  ces  surfaces  forment 
un  système  triple  orthogonal. 

Le  théorème  de  Dupin  s'énonce  ainsi  : 

Les  surfaces  d' un  système  triple  orthogonal  se  coupent  sui- 
vant leurs  lignes  de  courbure. 

13.  La  démonstration  de  ce  théorème  va  résulter  de  quelques 
identités  que  je  commence  par  établir. 

Soient  P  un  point  quelconque  de  l'espace,  et  PL,  PM,  PN  les 
trois  normales  aux  surfaces  précédentes  passant  en  P  :  PL  est 
normal  à  la  surface/=3  \^  et  ainsi  des  autres  {fig-  19).  Ces  trois 
droites  forment,  par  hypothèse,  un  trièdre  trirectangle;  de  plus 
chacune  d'elles  sera  évidemment  tangente  à  l'intersection  des  deux 
surfaces  auxquelles  elle  ne  correspond  pas.  Nous  désignerons  par 
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(A)   l^intersection  des  surfaces  cp  —  ;jl,   6=v  :   la  courbe  (X)  sera 
tangente  à  PL;  et  pareillement  pour  les  autres. 

Ceci  posé,  les  équations  du  svstème  triple  orthogonal   permcl- 


tent  d'exprimer  x,  y^  z  en  fonction  de  A,  jjl,  v.  Si,  dans  ces  expres- 
sions, on  donne  à  [j.  et  v  les  valeurs  correspondant  au  point  P,  et 
qu'on  fasse  varier  A,  le  point  (x,  y,  z)  décrira  la  courbe  (X).  L'or- 
tliogonalité  du  système  sera  alors  exprimée  par  les  idenlilés 


"^  ùx  ùx 
2d^  d7x 


(3) 


ùx  ùx 

^  ù7x 

=  0 

ùx  ùx 

ù^x  IFj 

=  0 

ùx  ùx 

"^  ^. 

=  0 

où  il  faut  entendre  par    7  4-  -^  la  somme 

'  '^^  ù\    ùix 


ùx  ùx        ùy  ùy        ùz  ùz 
ùl   ùix         ùX  ùix        01  ùix 


Ces  trois  idenlilés  expriment  que  les  tangentes  aux  courbes  (À), 
(jj.),  (v)  sont  deux  à  deux  rectangulaires. 

En  différentiant  respectivement  par  rapport  à  v,  X  et  [Ji  les  iden- 
tités (3),  nous  avons 


ùl   ùix  ÙÇ 
ùx    ù'^ 


ry  ùx   ù^x  _ 


-i  Ù[X   ùl  ùv 
"^  ùx     Ù'^X  ^  ùx      Ù'*'X 

2d'ù^  ù7ù\  ~^ 2à'ù^i  ùix ùl  ~"' 

■^  ùx    ù'^x         ^  ùx    ù'^x 

Zà  Ih   dl  ùix  "^  ^  ùl  ù^x  ~  "• 
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On  en  conclul  de  suite 

^  dx    d-x         "'^  ôx    d-x         "^  dx     d-x 

Remarquons  encore,  pour  avoir  sous  les  jeux  tous  les  résultats 
nécessaires  à  la  démonstration,  que,  d'après  les  identités  (3),  les 

expressions 

B{y,  z)        Y)(z,x)        D{x,y) 


D(X,v)        D(X,  V) 
>ont  proportionnelles  à 


D(X,  V) 


dx 
dix 


^7 


14.  Ces  remarques  faites,  la  démonstration  est  immédiate.  Mon- 
trons, par  exemple,  que  la  courbe  Çk)  est  une  ligne  de  courbure 
pour  la  surface  <}(^,  y^  z)  =  v.  En  appelant  u,  v^  w  des  quantités 
proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  cette  sur- 
face, nous  pouvons  prendre 


dx 
11=-- 

ov 


_  ^7 


dz 


ir,  d'après  le  §  9,  il  nous  faut  vérifier  que 


dx     u     du   I 

dy     V      dv    \   =  o . 

dz     (P     div   ; 


le  6/ étant  relatif  à  la  variation  deX  puisqu'il  s'agit  de  la  courbe  (a). 
Nous  devons  donc  avoir 


I  dx  dx  d^x 

JX  'c'v  d^rdï 

dy  dy  d^y 

dX  t)v  o'v  dï 

dz  dz  d^z 

dï  "^  JJ~dî 


Mais  cette  égalité  se  réduit  à 


d^x    dx 

dv  dl  du. 
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G'esl  une  des  idenlités  établies  plus  haut.  Le  théorème  de 
Dupin  est  démontré. 

15.  Les  surfaces  homofocales  du  second  degré  offrent  l'applica- 
liOn  la  plus  simple  du  théorème  précédent. 

Considérons  les  surfaces  homofocales  du  second  degré  repré- 
sentées par  l'équation 

.r2  r-  -■- 

(4)  -V-^-^-rr-^^-V—K='  {a>b>c). 

a--^  A         b--7~  A         c^  H-  A 

Par  un  point  quelconque  de  l'espace  passent  trois  de  ces  sur- 
faces ;  on  vérifie  facilement,  en  effet,  que  cette  équation  du  troisième 
degré  en  ).  admet  trois  racines  réelles  séparées  par  — a-,  — b'-^ 
—  c^  et  -}-  c/D,  et  auxquelles  correspondent  respectivement  un  hj- 
perboloïde  à  deux  nappes,  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  el- 
lipsoïde. Nous  formons  donc  ainsi  trois  familles  de  surfaces;  elles 
rentrent  dans  le  même  tvpe  analytique,  mais  elles  sont  géométri- 
quement distinctes  et  par  chaque  point  de  l'espace  passe  une  sur- 
face de  chacune  des  familles.  Ce  système  triple  est  orthogonal, 
car  deux  surfaces  homofocales  cjuelconques,  les  surfaces  (4)  et  (5) 
par  exemple 

.r^  y2  ^2 

^    ^  a^-\-\x        l)--^\x        c--h;j. 

se  coupent   à    angle    droit.    En    retranchant  en  effet  membre  à 
membre  les  équations  (4)  et  (5),  on  obtient  la  relation 


qui  exprime  précisément  l'orthogonalité  des  surfaces  en  un  point 
commun  (^,  y,  z). 

Il  est  facile  maintenant  de  trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'el- 
lipsoïde 

.r2  v2         ^2 

a-i  ^  ^,2  -^  c2 

Ce  seront  les  intersections  de  cette  surface  avec  Thyperboloïde 
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à  deux  nappes 

=  1  (-nr2<X<_Z,2), 


et  avec  l'iiyperboloïde  à  une  nappe 


a^-^ix        o^-h[x        c--t- [J. 


(-Z>2<    ,j.<__c2). 


Je  n'indiquerai  pas  d'autres  systèmes  triplement  orthogonaux. 
Cette  théorie  a  fait  l'objet  de  travaux  considérables-  Après  les 
quadriques,  le  système  orthogonal  le  plus  simple  est  formé  de 
surfaces  du  quatrième  degré  ayant  pour  ligne  double  le  cercle 
imaginaire  de  l'infini  :  il  a  été  découvert  par  M.  Moutard  et  par 
M.  Darboux.  On  consultera  avec  grand  intérêt,  sur  cette  question, 
l'Ouvrage  de  M.  Darboux  :  Sur  une  classe  de  surfaces  algé- 
briques (Paris,  Gauthier-Villars,  1873). 

IV.  —  Surface  enveloppe  de  sphères.  —  Cyclide  de  Dupin. 

16.  Considérons  une  surface  enveloppe  d'une  sphère  dépendant 
d'un  paramètre  arbitraire,  soit 

{x  -  a)^-^  {y  -  bf^  {z  -  cy-  =  \\\ 

a,  />,  c  et  R  étant  fonctions  d'un  paramètre  a.  La  caractéristique 
de  cette  sphère  est  évidemment  un  cercle.  La  surface  peut  donc 
être  considérée  comme  engendrée  par  une  circonférence  mobile. 
Ces  circonférences  forment  un  système  de  lignes  de  courbure  de 
la  surface,  car  les  normales  à  la  sphère  en  tous  les  points  de  sa 
caractéristique  sont  aussi  des  normales  à  la  surface  ;  celles-ci  for- 
ment, par  suite,  une  surface  développable.  Nous  obtenons  donc 
ainsi  une  surface  dont  un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  est 
circulaire. 

Réciproquement,  toute  surface  ayant  un  système  de  lignes 
de  courbures  circulaires  est  l'enveloppe  d'une  sphère  dépen- 
dant d'un  paramètre  arbitraire.  En  effet,  si  C  représente  un  de 
ces  cercles,  son  plan  fera,  avec  la  surface,  un  angle  constant, 
d'après  le  théorème  de  Joachimstal  ;  les  normales  à  la  surface  en 
tous  les  points  de  C  iront  donc  toutes  passer  par  un  même  point  O. 
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La  surface  sera  l'enveloppe  de  la  sphère  ayant  O  pour  centre  et 
passant  par  C  :  cette  sphère  dépend,  comme  le  cercle  G  lui-même, 
d'un  paramètre  arbitraire. 

En  général,  dans  la  congruence  des  normales  à  une  surface, 
comme  dans  toute  congruence  de  droites,  il  existe  une  surface 
focale  formée  de  deux  nappes.  Pour  la  surface  que  nous  venons 
d'étudier,  Tune  de  ces  nappes  se  réduit  à  une  courbe.  Toutes  les 
normales  à  la  surface  rencontrent,  en  effet,  la  courbe  lieu  du 
centre  O  de  la  sphère  :  cette  courbe  est  donc  une  des  nappes  de 
la  surface  focale  de  la  congruence  des  normales. 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  le  rayon  R  de  la 
sphère  est  constant  ;  la  surface  est  dite  une  surface  canal.  Le 
plan  de  la  caractéristique  passera  alors  constamment  par  le  centre 
de  la  sphère  correspondante  et  sera  normal  à  la  trajectoire  de  ce 
centre.  La  surface  possédera  la  propriété  remarquable  d'avoir,  en 
chaque  point  un  de  ses  rayons  de  courbure  principaux  constant; 
cette  valeur  constante  sera  évidemment  égale  à  R. 

Montrons  cjue,  réciproquement,  toute  surface  ajant  un  de  ses 
rayons  de  courbure  principaux  constant  est  une  surface  canal.  En 
effet,  considérons  une  ligne  de  courbure  C  correspondant  au 
rayon  de  courbure  principal  constant  ;  la  développée  de  cette 
courbe,  enveloppe  des  normales  à  la  surface  en  tous  ses  points, 
devra  se  réduire  à  un  point  puisque  son  arc  aura  une  longueur 
nulle.  Soit  O  ce  point,  la  sphère  ayant  O  pour  centre  et  passant 
par  G  sera  tangente  à  la  surface  en  tous  les  points  de  G  :  la  sur- 
face est  donc  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant  dépen- 
dant d'un  paramètre  arbitraire. 

17.  Gherchons  si  une  surface  peut  avoir,  en  chaque  point,  ses 
deux  rayons  de  courbure  principaux  constants.  Nous  supposerons 
d'abord  ces  deux  rayons  différents.  D'après  le  raisonnement  fait 
plus  haut,  la  surface  pourra  être  considérée  de  deux  manières  dif- 
férentes comme  une  surface  canal.  La  surface  focale  de  la  con- 
gruence des  normales  se  composera  de  deux  courbes  F  et  F.  Soient 
O  et  C  les  centres  de  courbure  correspondant  à  un  point  M  de  la 
surface  ;  les  courbes  F  et  V  seront  normales  à  00'  et,  de  plus, 
leurs  tangentes  en  O  et  O^  doivent  être  à  angle  droit,  puisque  ces 
tangentes    sont   perpendiculaires   aux   plans    des   deux   lignes  de 
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courbure  circulaires  de  la  surface  passant  en  M.  Or  cela  est  im- 
possible, car,  00'  étant  constant,  les  deux  lignes  Y  et  F  sont  pa- 
rallèles. Il  ne  peut  donc  y  avoir  de  surface  ayant  ses  deux  rayons 
de  courbure  principaux  constants  et  différents  (^). 

Nous  avons  maintenant  à  supposer  que  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  égaux. 

Montrons,  d'une  manière  plus  générale,  qu'une  surface  dont 
tous  les  points  sont  des  ombilics  est  nécessairement  une  sphère. 
J'emprunte  la  démonstration  de  ce  théorème  au  Cours  de  Calcul 
différentiel  de  M.  Serret.  Nous  devrons  avoir,  pour  tous  les  points 
de  la  surface  cherchée, 

w 


i-\-p-        Jjq  I -f- ^2 

Or  désignons   par  X,  Y,   Z  les  cosinus  directeurs  de  la  nor 
maie 


On  a,  comme  conséquence  immédiate  des  équations  (6), 


^X 

ÔY 

d\        dY 

5^-=" 

^=^' 

dx   ~  dy 

Il  en  résulte  que  X  ne  dépend  que  de  x^  et  Y  de  r  ;  donc -j- 

et^.  qui  sont  fonctions,  l'une  de  x,  l'autre  de js  ne  peuvent  être 
identiques  que  si  leur  valeur  commune  est  une  constante  ;  dési- 
gnons-la par  -  •  On  aura  donc 

x^  etjKo  étant  des  constantes.  Le  cosinus  Z  sera,  dès  lors. 


(■)   Voir,  pour  le  même  théorème,  Bertrand,  Traité  de  Calcul  différentiel, 
p.  72',. 

P.  -I.  26 
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Maintenant  les  valeurs  de p  et  rj  étant  —  y  ^  —  y  '  ^'^  formule 

dz  =  p  dx  -f-  q  dy 
devient 

dz  =  —    (^  —  -^o)  dor  -H  (,x  -  JKo)  <^r 

et  enfin 

-  —  ^0  =  y/a2—  (j7  — ^o)^— (JK  —  JKo)'2         (^0  étant  une  constante) 

ou 

(X-  x,y-^{y  -  jo)2-  {z  -  z,Y=a\ 

ce  qui  est  bien  l'équation  d'une  sphère. 

18.  Nous  avons  étudié  les  surfaces  dont  un  des  systèmes  de 
lignes  de  courbure  est  circulaire.  Cherchons  maintenant  les  sui- 
faces  dont  les  deux  systèmes  de  lignes  de  coarhiwe  sont  circu- 
laires.   Ces   surfaces   remarquables  ont  été   étudiées  par  Dupin. 

Considérons  donc  une  surface  ajant  toutes  ses  lignes  de  cour- 
bure circulaires.  Elle  sera  d'abord  (§  16)  l'enveloppe  d'une  pre- 
mière famille  de  sphères  correspondant  au  premier  système  de 
lignes  de  courbure  circulaires  ;  mais  elle  pourra  aussi,  d'une  autre 
manière,  être  regardée  comme  l'enveloppe  d'une  seconde  famille 
de  sphères  correspondant  au  second  système  de  lignes  de  cour- 
bure. Or  une  sphère  quelconque  de  la  première  famille  est  tan- 
gente à  une  sphère  quelconque  de  la  seconde,  car,  si  l'on  considère 
deux  lignes  de  courbure  de  systèmes  différents  se  coupant  en  un 
point  M,  les  deux  sphères  correspondantes  seront  évidemment 
tangentes  en  M.  Si  donc  on  prend  trois  sphères  c|uelconques  de 
la  première  famille,  les  sphères  de  la  seconde  lui  étant  tangentes, 
nous  pouvons  dire  que  la  surface,  si  elle  existe,  Ci^t  X enveloppe 
d'ujie  sphère  restant  tangente  à  trois  sphères  données. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  étudier  la  surface  enveloppe  d'une 
sphère  tangente  à  trois  sphères  données.  La  position  de  cette 
sphère  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre  arbitraire  :  c'est  ce 
qu'on  voit  de  suite  en  cherchant  le  lieu  de  son  centre.  Soient  C, 
C,  C"  les  centres  de  trois  sphères  données  S,  S',  S'^,  et  O  le  centre 
d'une  sphère^  tangente  à  ces  trois  sphères.  Le  point  O  sera  sur 
un  hypcrboloïde  de  révolution  obtenu  en  faisant  tourner  autour  de 
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ce  une  hyperbole  convenable  ayant  G  et  G'  pour  foyers  ^  de 
même  le  point  O  sera  un  hyperboloïde  de  révolution  obtenu  en 
faisant  tourner,  autour  de  GG'^  une  hyperbole  ayant  G  et  G^'  pour 
foyers.  Ges  deux  hyperboloïdcs  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes,  conséquence  immédiate  de  ce  que,  F  étant  un  foyer 
commun  des  hyperboles  méridiennes,  les  deux  surfaces  sont  tan- 
gentes le  long  d'une  ligne  à  la  sphère  de  rayon  nul  ayant  pour 
centre  F.  Le  lieu  du  centre  O,  pour  une  surface  irréductible  en- 
veloppe d'une  sphère  restant  tangente  à  trois  sphères  données, 
sera  donc  une  conique  F.  Remarquons,  de  plus,  que  les  cônes 
ayant  pour  sommets  respectifs  G,  G',  G'^  et  passant  par  T  sont  de 
révolution.  On  sait,  en  effet,  que,  quand  on  fait  tourner  une  co- 
nique autour  de  son  axe,  le  cône  ayant  pour  sommet  un  foyer 
situé  sur  cet  axe  et  pour  directrice  une  section  plane  quelconque 
de  la  surface  de  révolution  ainsi  engendrée  est  de  révolution. 

Ges  remarques  faites,  il  est  nécessaire  de  rappeler  les  propriétés 
de  la  conique  focale  d'une  autre  conique.  Étant  donnée  une  co- 
nique r,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  passant  par 
cette  conique  est  une  seconde  conique  F'  dite  focale  de  la  pre- 
mière, et  il  y  a  réciprocité  entre  ces  deux  coniques.  Le  cône  ayant 
pour  sommet  un  point  O  de  F  et  passant  par  F'  a,  pour  axe  de 
révolution,  la  tangente  en  O  à  la  conique  F.  Je  ne  crois  pas  utile 
d'insister  sur  ces  théorèmes  classiques,  dont  la  démonstration 
n'offre  d'ailleurs  aucune  difficulté. 

19.  Revenons  maintenant  à  la  cyclide  de  Dupin.  La  caractéris- 
tique de  S  est  une  circonférence  passant  par  les  points  de  contact 
de  S  avec  les  sphères  S,  S',  S'^,  car  la  caractéristique  d'une  surface 
mobile  restant  constamment  tangente  à  une  surface  fixe  passe 
évidemment  par  le  point  de  contact.  Le  cône  ayant  O  pour  sommet 
et  passant  par  la  caractéristique  de  S  sera  de  révolution  ;  son  axe 
sera  la  tangente  en  O  à  la  conique  F  et,  de  plus,  il  contiendra  les 
droites  OG,  OG'  et  OG'^  Or  le  cône  ayant  O  pour  sommet  et 
passant  par  la  focale  F'  de  la  conique  F  est  aussi  de  révolution;  il 
a  le  même  axe  que  le  précédent  et  passe  aussi  par  OG,  OG'  et  OG^', 
puisque,  d'après  ce  que  nous  avons  fait  remarquer  à  la  fin  du  §  18, 
les  trois  points  G,  G',  G''  appartiennent  à  la  conique  F^  Ges  deux 
cônes  coïncident  donc  nécessairement.  Une  conséquence  impor- 
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tante  en  résulte  :  toutes  les  normales  de  la  cyclide  rencontrent 
la  conique  V  focale  de  T.  La  seconde  nappe  de  la  surface  focale 
de  la  congruence  des  normales  se  rédnit  donc  aussi  à  une  courbe, 
la  courbe  V .  A  cette  seconde  courbe  V  rencontrée  par  toutes  les 
normales  correspond  le  second  système  de  lignes  de  courbures,  et, 
d'après  le  raisonnement  fait  plus  haut,  ce  second  système  sera 
nécessairement  formé  de  cercles.  Nous  avons  donc  démontré  que 
la  cyclide  de  Dupin  a  ses  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure 
circulaires  (*). 

^0.  On  peut,  a  priori,  considérer  une  congruence  formée  de 
droites  rencontrant  deux  coniques  F  et  Y'  focales  l'une  de  l'autre. 
Soient  O  un  point  quelconque  de  r,  etO'un  point  quelconque  de  V  \ 
nous  allons  voir  sans  peine  que  les  droites  00'  restent  normales 
à  une  même  surface.  Cherchons  en  effet  les  ^\dius  focaux  corres- 
pondant à  Ja  droite  00'  de  la  congruence.  Les  deux  développables 
appartenant  à  la  congruence  et  passant  par  00'  sont  évidemment 
le  cône  de  sommet  O  et  de  directrice  F',  puis  le  cône  de  som- 
met O'  et  de  directrice  F.  Les  droites  considérées  appartiendront 
à  la  congruence  si  ces  deux  cônes  se  coupent  orthogonalement 
(Ghap.  XI,  §  14).  Or  on  voit  de  suite  qu'il  en  est  ainsi  :  si,  en  effet, 
OT  désigne  la  tangente  en  O  à  la  conique  F,  le  second  cône  aura, 
pour  plan  tangent,  le  plan  O'OT,  et  ce  plan  est  évidemment 
normal  au  premier  cône  puisqu'il  passe  par  son  axe  OT.  Ainsi, 
les  droites  00'  resteront  tangentes  à  une  série  de  surfaces  paral- 
lèles. Ces  surfaces  ont  manifestement  leurs  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure  circulaires. 

V.  —  Généralités  sur  les  lignes  asymptotiques. 
Quelques  exemples. 

21.  On  appelle  ligne  asymptotique  d'une  surface  une  courbe 
de  cette  surface,  dont  le  plan  osculateur  est  en  chaque  point  tan- 
gent à  la  surface.  Ecrivons  la  relation  différentielle  qui  exprimera 


(1)  M.  Mannheim  a  démontré  élégamment  que  la  cyclide  de  Dupin  a  ses  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  circulaires,  en  montrant  que  cette  surface  est 
la  transformée  d'un  tore  par  rayons  vecteurs  réciproques  {Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  i86o). 
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cette  propriété.  Soit 

l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  (^x,y^z).  Les 
conditions  exprimant  que  ce  plan  est  osculateur  à  une  certaine 
courbe  de  la  surface,  lieu  du  point  (^,  y^  z)^  sont 

p  dx    -\-  q  dy    —  dz    =  o, 
p  d^-x  -+-  q  d'^y  —  d- z  =  o. 

J^a  première  éc[uation  est  toujours  vérifiée.  La  seconde  est  la  con- 
dition cherchée,  mais  elle  se  transforme  de  suite,  car,  en  différen- 
tiant  la  première  et  retranchant,  il  reste 

dp  dx  -+-  dq  dy  =  o. 

On  peut  encore  écrire,  en  rem])laçant  dp  et  dq  par  r  dx  -\- s  dy 

et  sdx  -{-  tdy^ 

r  dx''-  -^ '2  s  dx  dy  -\-  t  dy-  =  o. 

Cette  équation  homogène  et  du  second  degré  en  dx  et  dy  donne, 
pour  —j  deux  valeurs /,  {x,  y)  elf2{x,y).  On  a  donc  deux  équa- 
tions du  premier  ordre 

Elles  montrent  qu'en  général  par  chaque  point  M  d'une  surface 
passent  deux  lignes  asjmptotiques.  Nous  avons  déjà  appelé  l'atten- 
tion sur  les  deux  directions  qui  sont  les  tangentes  des  lignes 
asjmptotiques  passant  par  M  :  ce  sont  les  tangentes  principales. 
Pour  s'en  assurer,  il  suffît  de  se  reporter  à  la  formule  (§3) 


Pour  les  tangentes  des  lignes  asjmptotiques,  le  second  membre 

sera  nul  et,  par  suite,  on  aura  —  =  o,  c'est-à-dire  que  les  sections 

normales  correspondant  à  ces  tangentes  ont  un  rayon  de  courbure 
infini.  On  peut  encore  dire  que  les  tangentes  aux  lignes  asjmpto- 
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tiques  sont  les  tangentes,  au  point  de  contact,  de  la  section  plane 
déterminée  dans  la  surface  par  le  plan  tangent. 

Il  n'en  est  pas  des  lignes  asjmptotiques  comme  des  lignes  de 
courbure.  Par  un  point  réel  arbitraire  de  la  surface  passent  deux  li- 
gnes de  courbure  réelles;  les  lignes  asjmptotiques  en  un  point 
sont  seulement  réelles  quand  la  surface  est  en  ce  pointa  courbures 
opposées.  Ainsi,  sur  une  ellipsoïde,  les  lignes  asjmptotiques  sont 
imaginaires-,  sur  un  hjperboloïde  à  une  nappe,  les  lignes  asjm- 
ptotiques sont  réelles,  et  ce  sont  évidemment  les  deux  sjstèmes  de 
génératrices  rectilignes. 

22.  La  propriété  des  lignes  asjmptotiques  est  essentiellement 
projective,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  effectue  sur  une  surface  une 
transformation  homographique  quelconque,  les  transformées  des 
lignes  asjmptotiques  de  la  surface  seront  les  lignes  asjmptotiques 
de  la  transformée  de  la  surface.  C'est  là  une  remarque  évidente, 
car,  ])ar  une  transformation  homographique,  un  plan  tangent  se 
transforme  en  un  plan  tangent,  et  le  plan  osculateur  d'une  courbe 
qui  est  la  limite  d'un  plan  passant  par  trois  points  infiniment  voi- 
sins devient  le  plan  osculateur  de  la  courbe  transformée. 

En  particulier,  étant  donnée  l'équation  d'une  surface  en  coor- 
données rectilignes 

l'équation 

dp  dx  -h  dq  dy  =  o 

sera  l'équation  différentielle  des  lignes  asjmptotiques  de  la  surface, 
quels  que  soient  les  axes  0.r,  Or,  Oz,  rectangulaires  ou  obliques, 
auxquels  on  rapporte  la  surface.  Deux  surfaces  ajant  la  même 
équation  et  rapportées  à  des  axes  différents  sont,  en  effet,  la  trans- 
formée l'une  de  l'autre  par  une  transformation  homographique. 

23.  Cherchons,  sous  sa  forme  la  plus  générale,  l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  asjmptotiques.  Nous  supposerons  la  surface 
définie  par  les  trois  équations 


Soit 


A(X  — ^)  +  B(Y— j)  +  G(Z  — ^)=:o 


V 
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l'équation  du  plan  tangent  au  point  (^,  j',  z).  On  a 


(0) 


du 


B-^  +G-^  =  o, 
ou  ou 


oç  âç  âç 


4o: 


Pour  que  le  plan  soit  osculateur  à  la  courbe  correspondant  à  une 
certaine  relation  entre  u  et  ç,  il  faut  que 

Adx    +  B  <fx    +  G  dz    =  o, 
Ad^x^B  d^y  -^Cd'-z  =  o. 

La  première  de  ces  équations  est  vérifiée  en  vertu  des  deux  précé- 
dentes. La  seconde  se  réduit  à 


•2  ~~A-  du  dç 
ouoç 


(7) 


lôu'' 


du^  -+-  1  - — ^  du  dv 


du  dv 


dV' 


IH 


9  7         ^^^   I    » 

du^-  -f-  1  - — ^  du  dv 
du  dv 


d^ 
dv'- 


dv^ 


h- 


l^our  avoir  l'équation  différentielle  cherchée,   il  n'j  a  qu'à  éli 
miner  A,  B,  G  entre  les  équations  (6)  et  (7).  On  a  ainsi 


du^ 


du^ 


2  —-—-  du  dv 
du  dv 

du 


d\f 
dfi 


dv'- 


la  deuxième  et  la  troisième  colonne  se  déduisant  de  la  première  en 
remplaçant  /  successivement  par  cp  et  ^. 


^1^.  Dans  les  surfaces  réglées,  un  premier  système  de  lignes 
asjmptotiques  s'aperçoit  immédiatement  :  ce  sont  les  génératrices 
rectilignes.  La  section  normale  correspondant  à  une  génératrice, 
étant  cette  génératrice,  a,  en  effet,  un  rayon  d  e  courbure  infini.  Nous 
reviendrons  tout  à  l'heure  sur  la  détermination  du  second  système 
de  lignes  asymptotiques  d'une  surface  réglée.  Pour  le  moment, 
bornons-nous  aux  surfaces  réglées  dont  toutes  les  génératrices  ren- 
contrent deux  droites  fixes  D  et  D,.  On  peut  d'abord  faire  une 
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transformation  homograpliique,  telle  que  la  droite  D,  soit  rejetée 
à  l'infini  parallèlement  à  un  plan  fixe  P.  La  transformée  de  la 
surface  est  alors  un  conoïde  admettant  le  plan  P  pour  plan  direc- 
teur*, nous  sommes  donc  ramené  à  la  recherche  des  lignes  asjm- 
ptotiques  d'un  conoïde. 

Si  l'on  prend  le  plan  directeur  pour  plan  des  xy  et  la  droite  D 
pour  axe  des  z-^  l'équation  du  conoïde  est  de  la  forme 


A^;- 


On  peut  poser 

X  =  u^         y  =  MP,         z  =  f{v'). 

En  substituant  dans  l'équation  du  paragraphe  précédent,  oi 
trouve,  en  supprimant  le  facteur  d{^>  qui  correspond  aux  généra- 
trices du  conoïde, 


d'où,  en  intégrant, 


du       f"{v). 


C  étant  une  constante  arbitraire.  Donc  les  projections  des  lignes 
asymptotiques  du  conoïde  sur  le  plan  des  xy  ont  pour  équation 

.^  =  C/'(f 

25.  Voici  une  seconde  classe  assez  étendue  de  surfaces  dont  on 
peut  trouver,  par  des  quadratures,  les  lignes  asjmptotiques.  Elle 
a  été  signalée  par  M.  Jamet  (').  Il  s'agit  des  surfaces  représentées 
en  coordonnées  homogènes  par  l'équation 

où  /'est  une  fonction  homogène  de  x  et  jk,  et  F  une  fonction  ho- 
mogène de  z  et  de  ^,  les  degrés  d'homogénéité  étant,  bien  entendu, 
les  mêmes.  Les  surfaces  considérées  par  M.  Jamet  se  ramènent 
immédiatement  aux  surfaces  représentées  par  V équation 

(S)  ./(Z)  =  F(.). 


(')  V.  Jamet,  Sur  les  courbes  et  les  surfaces  tétraédrales  {Annales  de  l'E- 
cole Normale  supérieure,  1887). 
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Les  lignes  asjmptotiques  de  cette  surface  s'obtiennent  sans  peine. 
Si  l'on  pose  —  =  u,  on  a 

f(u)-uf'(u)  ^_F(^) 

'        F'(^-)'  ^         /(u)  ' 

en  substituant  clans  l'équation 

dp  dx  +  dq  dy  =  o, 
on  trouve  de  suite 

/  F"  (  7.  \  /   /■"  i   1,  \ 

du. 


i/^^^^d.-i/n^ 


La  recherche  des  lignes  asymptotiques  est  donc  ramenée  à  des 
quadratures. 

Une  application  intéressante  du  résultat  précédent  consiste  à 
rechercher  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  tétraédrale 


(^THÏÏ'HÏÏ'= 


Nous  ne  diminuerons  pas  la  générahté  en  prenant  la  surface 
sous  la  forme 

x"^-hy"^  =  I  -h  z"', 

qui  n'est  qu'une  transformée  homographique  de  la  précédente  : 
elle  rentre  évidemment  dans  le  tjpe  (S).  En  appliquant  la  formuh^ 
trouvée,  nous  aurons,  pour  les  lignes  asjmptotiques, 

u^ ~    du       z^~\lz 


et,  si  l'on  pose  u'  =  u' ^  z^  -^^  r',  l'équation  devient 

du'  dv' 

1  -h  w'-  ~   \  -^v''^ 

ou 

u'  —  v' 

const., 


\  -h  u  V 


relation  algébrique  entre  z  et  u  (on  suppose  m  entier).  Les  lignes 
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asymptotiques  de  la  surface  tétraédrale  sont  donc  algébriques, 
comme  l'avait  déjà  signalé  par  une  autre  \oie  M.  Soplius  Lie. 

On    trouverait    aussi   aisément  les  lignes    asvmptotiques   de   la 
surface 

dont  l'équation  rentre  dans  le  type  (S). 


VI.  —  Lignes  asymptotiques  de  certaines  surfaces  réglées. 

26.  Nous  avons  dit  qu'un  système  de  lignes  asymptotiques  d'une 
surface  réglée  était  formé  par  les  génératrices  rectilignes.  La 
reclierclie  du  second  système  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équa- 
tion célèbre,  dont  nous  aurons  plus  tard  à  faire  une  étude  appro- 
fondie. 

Traçons  sur  la  surface  réglée  considérée  une  courbe  arbitraire 
et  désignons  par  (x<,  ji,  ^i)  les  coordonnées  d'un  point  variable 
de  cette  courbe  qui  seront  des  fonctions  d'un  paramètre  t,  et  soient 
a,  p,  vies  cosinus  directeurs  de  la  génératrice  passant  en  (^,,  y, ,  z^) 
qui  seront  des  fonctions  de  t.  Nous  aurons,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  surface, 

X  =  x^+  l:/.,  y  =  y^-r-  l^,  z  =  Zi-\-  h(, 

l  désignant  la  distance  du  point  (^,  r,  z)  au  point  (^i ,  y,,  c,).  Les 
coordonnées  ^,  y,  z  d'un  point  arbitraire  de  la  surface  sont  donc 
des  fonctions  des  deux  paramètres  /  et  t. 

L'équation    différentielle    des   lignes  asymptotiques    sera   donc 

(§23) 


d'^x 

dr- 


\      ri 


i- ,—-]  dr-  -h 
dr- 1 

dxx        ,  dy. 


d^j. 
dt 


dldt 


la  seconde  et  la  troisième  colonne  se  déduisant  de  la  première  en 
remplaçant  a  et  x^  par  [^  ety^  puis  par  y  et  ^,. 

En   supprimant  le  facteur  dt,  qui  correspond  aux  génératrices 
rectilignes,  nous  obtenons  l'équation 
dl 


dt 


+  P/2-I-QZ-+-  K  =  o., 
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P,  Q,  R  étant  des  fonctions  déterminées  de  t.  Une  telle  équation 
différentielle  est  connue  sous  le  nom  à^ équation  de  Riccati. 

De  la  forme  de  l'équation  précédente,  nous  allons  déduire  une 
propriété  des  lignes  asjmptotiques  de  la  surface. 

Considérons  quatre  solutions  quelconques  /<,  l^^  4,  l!^  de  cette 
équation;   on  aura 


dt 

dh 
'dt 

dl, 
dt 

dh, 
"dt 


P/I  +  Q/2 


K  =  0 


vn 


(Ih 


En  éliminant  P,  Q,  R  entre  ces  quatre  équations,  il  vient 


dh 
'dt 
dl 
dt 

dh 
~dt 

dh 
dt 


l\     h 


I       ^3      I 
?      /.      1 


o. 


Or  le  premier  membre  est  la  dérivée  de 

h- h  .  Iz—l-i 
h  —  h      f-i  —  h 
On  aura  donc 


h- h 


U 


const. 


h—lk  '  h—  i 

Or  cette  expression  représente  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  de  rencontre  d'une  génératrice  de  la  surface  avec 
les  quatre  lignes  asjmptotiques  considérées.  Par  conséquent,  ce 
rapport  anharmonique  est  constant,  quelle  que  soit  cette  généra- 
trice. 


27.  Nous  allons  nous  borner  maintenant  au  cas  où  l'on  connaî- 
trait sur  la  surface  deux  lignes  asymptotiques.  Il  est  facile  de  voir 
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que,  dans  ce  cas,  une  seule  quadrature  est  nécessaire  pour  trouver 
toutes  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface.  On  peut  procéder 
de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  [ji  le  paramètre  dont  dépend  la  position  d'une 
génératrice.  Soient  alors,  en  employant  les  coordonnées  homo- 
gènes, 

x  =  Mi,        j^  =  M2,        ^  =  M3,        ^  =  M4 

les  équations  de  la  première  ligne  asymptotique,  les  M  étant  des 
fonctions  de  a.  Soient  de  même 


Ni: 


y  =  N„ 


z^N: 


N, 


les  équations  de  la  seconde  ligne  asymptotique,  les  N  étant  aussi 
des  fonctions  de  pi.  La  position  d'un  point  quelconque  sur  la  gé- 
nératrice peut  être  fixée  par  les  équations 


^=i\Ii  +  vNi,  J/=:M2+vN2, 


M, 


VIN  3, 


M, 


N4. 


La  relation  différentielle  entre  [x  et  v  donnant  les  lignes  asym- 
ptotiques de  la  surface  pourra  s'écrire 


Ml 

Ni 

M, 

N2 

Ma 

N3 

M, 

N4 

dUi         d\i 
dix          dix 

f/2Mi            rfv    ^N,           f/2Ni 
dix^     '     '  dix    dix     '        dix'*- 

dM,         ^N2 
dix            dix 

6/2  M,         di   6/N2         dm^ 

-  _i_  2                   H-  V 
d\x^            dix    dix            dix^ 

dM,    ,    .//N3 
dix            dix 

dnU          d^   d^^          d'-^i 
dix^            dix    dix            rf|i.2 

dM,         dN,, 
da            dix 

dm,    ,        d^   d^,       ^  6/2 N4 
dix^     '    ^'  dix    du.            d\x'^ 

Les  liypotlièses  faites  sur  les  lignes  M  et  N  permettent  de  la 
simplifier.  On  a,  en  effet,  ,,f 


Ml  Ni 

M,  N2 

M3  N3 

M4  N4 


^Mi  dm, 

~dïx  f/fJL2 

6/M2  dm, 

Tlîx  ~dïiJ~ 

dMs  dni, 

d-x  d\x'^ 

dM,,  dm,, 

dix  r/[jL2 


et 


Ml  Ni 

M  2  N2 

M3  N3 

M,v  Nv 


^Ni  dm, 

dix  dix^ 

dN^  6/2N2 

dix  dix, 

6/N3  f/2N^ 

dix  dii^ 

dN,  dm, 

dix  d\X' 
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L'équation  différentielle  se  réduit  alors,  comme  on  le  voit  très 
aisément,  à 


dix 


\Ii  Ni 

M,  N2 

M3  N, 

M.  Nv 


dix  d\x^ 

dx  d\x^ 

^CM^+NQ     r/-^(M;.-4-N,) 


«?v 


Ml  Ni 

M,  N, 

M3  N,, 

Mi  N, 


dM, 

./N, 

dix 

dix 

du. 

dN, 

dix 

dix 

dM^ 

clN, 

dix       d  X 
^M-,      ^Ni 


d\. 


<hx 


La  reclierclie  des  lignes  asymptoliqiies  est  donc  ramenée  à  une 
seule  quadrature. 

28.  Une  classe  particulière  de  surfaces  réglées  va  nous  donner 
l'occasion  d'appliquer  les  remarques  précédentes.  Considérons 
les  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire. 

Reprenant  les  notations  du  §  18  (Chap.  XI),  nous  aurons,  pour 
définir  une  droite,  les  six  coordonnées  homogènes 


L,     M,     N, 


Y,     Z         (LX  +  MY-4-NZ  =  o). 


Si  ces  six  coordonnées  sont  fonctions  d'un  paramètre  arbitraire, 
la  droite  engendrera  une  surface  réglée. 

Supposons  que  les  génératrices  de  cette  surface  appartiennent 
à  un  complexe  linéaire,  c'est-à-dire  qu'on  puisse  déterminer  six 
constantes  A,  B,  G,  D,  E,  F  telle  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur 
du  paramètre  (Cliap.  XT,  §  18), 

AL  -h  BM  4-  GN  H-  DX  -h  EY  -f-  FZ  =  o. 

Considérant  donc  une  telle  surface,  je  prends  sur  elle  une  géné- 
ratrice arbitraire  G.  Le  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  de  G 
ne  sera  pas,  en  général,  le  plan  correspondant  à  ce  point  dans  le 
complexe  ou  le  plan  polaire  du  point.  Sur  chaque  génératrice,  il 
j  a  seulement  deux  points  jouissant  de  cette  propriété.  Considé- 
rons, en  effet,  un  plan  variable  passant  par  G.  Le  pôle  de  ce  plan 
et  son  point  de  contact  forment  sur  cette  droite  une  division  ho- 
mographique  :  les  points  doubles  de  cette  homographie  sont  les 
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points  pour  lesquels  le  plan  polaire  est  en  même  temps  le  plan 
tangent  à  la  surface.  Il  est  clair  que,  sur  chaque  génératrice,  ces 
points  seront  donnés  par  une  équation  du  second  degré. 

Le  lieu  des  points  ainsi  obtenus  forme  sur  la  surface  une 
courbe  C.  Les  tangentes  de  G  font  partie  du  complexe  linéaire, 
car  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  est  une 
droite  du  plan  tangent  passant  par  le  foyer  de  ce  plan. 

La  courbe  G  est  une  ligne  asymptotique  de  la  surface.  En 
effet,  les  tangentes  de  cette  courbe  faisant  partie  d'un  complexe 
linéaire,  le  plan  polaire  de  chaque  point  est  le  plan  osculateur  de 
la  courbe  d'après  le  théorème  de  M.  Appell  (Ghap.  XU,  §  26); 
le  plan  osculateur  à  la  courbe  en  chaque  point  coïncide  donc  avec 
le  plan  tangent  à  la  surface,  ce  qui  est  la  définition  d'une  ligne 
asymptotique. 

Soit  un  plan  quelconque  P.  Si  A  est  un  point  où  P  rencontre  la 
courbe  G,  le  plan  polaire  de  A  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le 
plan  tangent  en  A  à  la  surface  devra  passer  par  le  foyer  F  du 
plan  P  :  donc  la  droite  FA  est  tangente  en  A  à  la  section  faite  par  P 
dans  la  surface. 

Réciproquement,  soit  A  le  point  de  contact  d'une  tangente 
menée  à  cette  courbe  par  le  foyer  F.  Le  plan  mené  par  AF  et  la 
génératrice  de  la  surface  passant  en  A  est  tangent  en  ce  j  oint  à 
la  surface.  D'autre  part,  le  pôle  de  ce  plan  est  le  point  A,  puisque 
AF  et  la  génératrice  passant  en  A  sont  deux  droites  du  complexe; 
A  est  donc  un  point  de  la  courbe  G  que  nous  étudions.  Ainsi  les 
points  où  celle-ci  rencontre  le  plan  P  sont  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  le  foyer  F  du  plan  à  la  section  qu'il  fait 
dans  la  surface. 

Ge  résultat  est  particulièrement  intéressant  (piand  la  surface  est 
algébrique.  La  ligne  G  est  alors  algébrique  et  l'on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

La  courbe  G  est  cV un  degré  égal  à  la  classe  d^ une  section 
plane  quelconque  de  la  surface. 

29.  Ainsi  sur  toute  surface  réglée  dont  les  génératrices  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire,  nous  pouvons  obtenir  immédia- 
tement,  par   un  calcul  purement  algébrique,  une  ligne  asympto- 
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tique;  de  plus,  et  c'est  là  un  point  important,  cette  ligne 
rencontrant  chaque  génératrice  en  deux  points,  nous  devons  la 
compter  pour  deux.  Par  conséquent,  la  recherche  des  lignes  asjm- 
ptotiques  de  toute  surface  réglée,  dont  les  génératrices  appartien- 
nent à  un  complexe  linéaire,  dépend d^ une  seule  quadrature  (*) 
(§  27). 

Il  peut  arriver  que  les  génératrices  d'une  surface  réglée  appar- 
tiennent à  une  infinité  de  complexes  linéaires.  Une  ligne  asjm- 
ptotique  correspond  alors  sur  la  surface  à  chacun  de  ces  complexes  : 
on  a,  dans  ce  cas,  toutes  les  lignes  asymptotiques  . 

Reprenons  les  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  rencontrent 
deux  droites  fixes  D,  et  Do.  Nous  avons  déjà  trouvé  leurs  lignes 
asymptotiques,  en  les  transformant  homographiquement  en  un 
oonoïde. 

J^a  remarque  précédente  permet  de  les  obtenir  sans  calcul.  En 
effet,  les  droites  rencontrant  deux  droites  fixes  D,  et  D^  font 
partie  d'une  infinité  de  complexes  linéaires;  on  le  voit  de  suite  en 
remarquant  que  la  condition  de  rencontre  de  deux  droites  rej)ré- 
sentées  par  les  coordonnées 

L,      M,       N,      X,      Y,      Z, 
L,,     Ml,     N,,     X,,     Y,,     Z, 
se  réduit  à 

LXi  H-  L,  X  +  Al  Yi  4-  Ml  Y  +  NZi  H-  Ni  Z  =  o, 

comme  on  s'en  assure  en  écrivant  simplement  que  les  deux  droites 
se  rencontrent.  En  désignant  donc  par  (L, ,  M,,  . ,  .),(L2,  Mo,  .  .  .) 
les  coordonnées  de  D,  et  Do,  une  droite  quelconque  (L,  M,  .  .  .) 
rencontrant  ces  deux  droites  vérifie  la  relation 

L(Xi-f-XX2)4-(Li^XL,)X  +  M(Yi^XY2)  +  (Mi~XM2)Y 

^-  N(Zi-^  aZ2)  +  (Ni  -^XN^Z  -  o, 


)ù  À  est  une  constante  arbitraire.  Or  cette  relation  représente   l'é- 
[uation    d'un  complexe  dépendant  de   l'arbitraire  \.  Il  y  a  donc 


(')  Voir  mon  Mémoire  sur  une  application  de  la  théorie  des  complexes  li- 
néaires à  l'étude  des  surfaces  et  des  courbes  gauches  {Annales  de  l'École  Nor  - 
maie,  1877). 
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bien  une  infinité  de  complexes  linéaires  auxquels  appartiennent 
toutes  les  droites  rencontrant  les  deux  droites  fixes  D<   et  Do. 

En  particulier,  toute  surface  réglée  dont  les  génératrices  rencon- 
trent Di  et  Do  aura  ses  génératrices  appartenant  à  une  infinité  de 
complexes  linéaires  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire.  A  chacun 
de  ces  complexes  correspond  une  ligne  asjmptotique,  et  l'ensemble 
des  lignes  asjmptotiques  se  trouve  ainsi  obtenu;  nous  voyons  de 
plus,  que  les  lignes  asymptotiques  de  notre  surface  possèdent  la  re- 
marquable propriété  d'avoir  pour  tangentes  des  droites  apparte- 
nant à  un  complexe  linéaire. 

Appliquons  ces  résultats  aux  surfaces  réglées  du  troisième 
ordre.  Nous  avons  déjà  étudié  (Ghap.  XI,  §  11)  quelques-unes  de 
leurs  propriétés.  Toutes  les  génératrices  rencontrent  deux  direc- 
trices D,  et  Do;  on  peut  donc  trouver  leurs  lignes  asymptotiques. 
Celles-ci  seront  évidemment  algébriques,  et  nous  allons  avoir  leur 
degré  en  appliquant  le  théorème  du  paragraphe  précédent.  Il  estégal 
à  la  classe  d'une  section  plane  quelconque  de  la  surface.  Or  une  telle 
section  est  une  cubique  ayant  un  point  double,  puisque  la  surface  a 
une  courbe  double  rectiligne;  sa  classe  sera  donc  égale  à  quatre. 
Nous  voyons  donc  que  les  lignes  asymptotiques  dhine  surface  ré- 
glée du  troisième  ordre  sont  des  courbes  du  quatrième  degré, 
elles  tangentes  de  ces  courbes  appartiennent  à  un  complexe  li- 
néaire, variable  d'ailleurs  d'une  courbe  à  l'autre.  Ces  courbes 
jouissent  donc  (Ghap.  XII,  §25)  de  la  propriété  remarquable  que, 
par  un  point  A  quelconque  de  l'espace,  on  peut  leur  mener  quatre 
plans  osculateurs,  et  les  quatre  points  de  contact  sont  dans  un  plan 
passant  par  A. 

30.  La  recherche  analytique  des  lignes  asymptotiques  d'une  sur- 
face réglée  du  troisième  ordre  n'offre  aucune  difficulté.  Nous  avons 
fait  ce  calcul  d'une  manière  générale  pour  les  conoïdes;  or  nous 
avons  vu  que  l'équation  d'une  surface  du  troisième  degré  peut, 
par  une  transformation  homographique,  être  ramenée  à  la  forme 


a'  x'^  -i-  1  b'  xy  -h  d y'^ 

En  restant    dans   le  cas  général,  une  nouvelle    transformation 
permet  de  supposer  que  le  dénominateur  se  réduit  à  xy\   nous 
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avons  donc 

y  X 

z  =  C--  -h  2  b  -i-  a  —  : 

X  y' 

le  second   membre  est  une  fonction  de  -  •  Appliquant  la  formule 

trouvée  pour  les  conoïdes,  nous  aurons,  comme  projections  des 
lignes  asymptotiques  sur  le  plan  des  xv^ 

x^-j^=  C{cy^-—ax^), 

C  étant  une  constante  arbitraire.  11  est  aisé  de  vérifier  que  la  courbe 
dans  l'espace  est  du  quatrième  degré,  comme  nous  l'avons  trouvé 
plus  haut. 

Nous  pouvons  de  plus  indiquer  une  propriété  de  ces  lignes  asym- 
ptotiques que  nous  n'avons  pas  encore  signalée  :  elles  sont  uni- 
cursales.  Soit,  en  effet  jk=  tx\  nous  aurons 

a 

z  =  et  -i-  'ib  -{ , 

x'-=  C{ct^—a). 

Or  on  peut  exprimer  t  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre 
de  manière  que  s/ct- —  a  soit  aussi  une  fonction  rationnelle  de  ce 
nouveau  paramètre;  la  courbe  est  donc  unicursale. 

31.  Pour  donner  un  exemple  d'une  surface  réglée  dont  les  gé- 
nératrices appartiennent  à  un  seul  complexe  linéaire,  considérons 
Ja  surface  définie  par  les  équations 

AX  +  B  '         ^~    AX  +  B  '  ^~    AX-f-B  ' 

les  A  et  les  B  désignant  des  polynômes  arbitraires  du  second  degré 
par  rapport  à  un  paramètre  [jl.  Ces  expressions  de  ^,  y,  z  en 
fonction  de  deux  paramètres  X  et  [ji  définissent  une  surface  réglée  : 
les  génératrices  correspondent  à  jjl  ==:  const.  Cette  surface  est  du 
quatrième  degré 5  pour  le  voir,  il  suffit  de  chercher  l'intersection 
de  cette  surface  avec  une  droite  quelconque 

m  X  -+-  n  y  -{-  p  z  -^  q   =0, 

/7îix-h  niy  ^piz-h  qi=  o; 
P.  —  I.  27 
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on  a  alors  les  deux  équations  en  ).  et  [jl 

1(7)1  Ai  +  n  \.2  +  p  A3-^  q  A)  -I-  m  Bi-h  n  B^-r-p  63+  </  B  =  o. 
X(miA,+  /Il  AoH-jOi  A3H-  ^1  A)  -f-  miBi+  /iiB2+ jOi  Ba-i-  qiB  —  o. 

L'élimination  de  X  donne  une  équation  du  quatrième  degré  en  a; 
nous  avons  donc  quatre  points  de  rencontre  delà  surface  avec  une 
droite  quelconque. 

Les  équations  (8)  définissent  donc  une  surface  unicursale  du 
quatrième  degré.  Toute  section  plane  de  la  surface  est  une  courbe 
unicursale  du  quatrième  degré  et  a  par  conséquent  trois  points 
doubles;  la  surface  considérée  a  pour  courbe  double  une  cubique 
gauche. 

11  est  d'ailleurs  bien  facile  de  voir  que,  réciproquement,  toute 
surface  du  quatrième  ordre  ayant  pour  courbe  double  une  cu- 
bique gauche  est  nécessairement  une  surface  réglée  unicursale. 
Prenons,  en  effet,  un  point  quelconque  sur  la  surface;  on  peut 
par  ce  point  faire  passer  une  sécante  double  de  la  cubic|ue  gauche  : 
cette  droite  rencontrant  la  surface  en  cinq  points  est  tout  entière 
sur  elle.  D'autre  part,  chaque  génératrice  est  déterminée  indivi- 
duellement, une  section  plane  quelconque  de  la  surface  étant  une 
courbe  unicursale.  On  peut  montrer  de  plus  qu'une  telle  surface 
peut  être  représentée  par  les  équations  (8)  (Clebsch,  Math.  Aii- 
nalen,  i8~o),  mais  c'est  un  point  sur  lequel  je  ne  m'arrête  pas. 

Considérant  donc  la  surface  réglée  représentée  par  les  équa- 
tions (8),  nous  allons  voir  que  ses  génératrices  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire.  Il  nous  faut,  pour  cela,  chercher  les  six  coor- 
données (L,  M,  N,  X,  Y,  Z)  d'une  génératrice.  Celle-ci  passe  par 

les  deux  points 

•1     A2     AaX         /Bi     B2     B3 


A  '   A  '  "A  y  '      V  B  '   B  '   B 


/Bi     B2 
(,B'B 


donc  on  peut  prendre 

X- ABi-AiB,         Y  =  AB2-A2B,        Z  =  AB3-A3B, 

et,  en  partant  de 

L=^Z-^Y,         iM  =  ^X-^Z,         N  =  ^Y-jX, 

on  pourra  prendre 

L  =  A2B3-A3B2,        M  =  A3B1- A1B3,         N=A,B2- A2B1. 
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On  voit  donc  que  L,  M,  N,  X,  Y,  Z  sont  des  polynômes  du 
quatrième  degré  en  ijl;  de  là  nous  concluons  de  suite  qu'on  pourra 
déterminer  six  constantes  a,  [3,  y,  o,  s,  -/)  telles  que  l'identité 

aL  -H  ^M  +  yN  4-  oX  -!-  sY  -h  r,Z  =  o, 

soit  vérifiée.  En  écrivant  cette  identité,  on  obtient  en  effet  cinq 
relations  homogènes  et  linéaires  entre  (a,  p,  . .  .,  t]).  Il  y  aura  donc 
toujours  un  complexe,  et,  en  général,  un  seul  auquel  appartien- 
dront les  génératrices  de  notre  surface. 

D'après  ce  qui  a  été  expliqué  plus  haut,  nous  pourrons  trouver 
sur  cette  surface  une  ligne  asymptotique  rencontrant  chaque  gé- 
nératrice en  deux  points.  Cette  courbe  est  algébrique,  et  son  degré 
est  égal  à  la  classe  d'une  section  plane  quelcon(|ue  de. la  surface; 
or  cette  section  plane  étant  une  courbe  du  quatrième  degré  uni- 
cursale  est  de  sixième  classe.  Notre  ligne  asymptotique  est  donc 
une  courbe  gauche  du  sixième  degré.  Les  autres  lignes  asympto- 
tiques  de  la  surface  s'obtiendront  par  une  seule  quadrature;  en 
général,  elles  ne  sont  pas  algébriques,  et  la  discussion  complète 
montre  que  leur  recherche  se  ramène  à  une  intégrale  elliplique. 
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CHAPITRE  XV. 

SURFACES  APPLICABLES. -REPRÉSENTATION  CONFORME. 
CARTES  GÉOGRAPHIQUES. 


I.  —  Expression  du  carré  de  Télément  d'arc  sur  une  surface. 
i .    Soit  une  surface  définie  par  les  trois  équations 

3^=f{u,^),  J=o{ll,ç),  Z=^{U,V). 

Le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  cor 
respondant  aux  valeurs  («/,  ç)  et  (w  +  du,  v  -\-  dv)  des  paramètres 
sera 


fax,         àx.y       (dy   ,         ày   ^Y       /  dz   ,         àz   ,  y 
=  {  —-  du  -]-  ~  dv  )   -^  {  ^  du-f-  -'  di-')   4-     — -  rf«  4-  -T-  dv     ; 
\âii  ov      )         \ou  av      I         \dii  de      / 

on  pourra  l'écrire 

ds~  =  K  du' -4-  9. F  du  dv  +  G  dv'*-. 


en  posant 


^       ùx  ùx         dv  ày         dz  âz 

J^     =    -f-      -ii-      ---H      • • 

du  àv  ()u   âi>         du   ai' 


«-(ë)'*(l 


{êï 


La  forme  quadratique  binaire  en  da  et  dv 
E  du'-  -i-  2  F  du  6/r  -\-  G  «it'2 
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joue,  depuis  Gauss,  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des  sur- 
faces ;  on  a  évidemment  F- —  EG<Co. 

On  peut  considérer  sur  la  surface  les  deux  familles  de  courbes 

u  =  const.         et         v  =■  const. 

Par  tout  point  {u-,^)  passe,  en  général,  une  courbe  de  la  pre- 
mière famille  et  une  courbe  de  la  seconde  ^  l'angle  0  de  ces  deux 
courbes  est  donné  par  la  formule 


cosO  = 


dx  dx        dy  dy         dz  dz 
du  dv        du  d^>         du  dv 


/(S 


dxy     (^fY _^  l^^Y  ,  / i^^Y\   f^rY  .   l^^Y 


%)V\ 


du)  \du  j      '    \du)     \     \dv  )  \dv  j  \d 


EG 


et,  par  conséquent, 


En  particulier,  les  lignes  a  =  const.  et  r  =  const.  seront  ortho- 
gonales si  F  =  o. 

i2.  Considérons  maintenant  deux  surfaces  5  et  S  ;  on  suppose 
(|ue  les  coordonnées  d'un  quelconque  de  leurs  points  sont  expri- 
mées à  l'aide  des  deux  mêmes  paramètres  u  et  v.  Une  correspon- 
dance se  trouve  ainsi  établie  entre  les  points  des  deux  surfaces. 
Cherchons  à  quelles  conditions  l'angle  de  deux  lignes  quelconques 
de  la  première  surface  sera  égal  à  l'angle  des  deux  lignes  corres- 
pondantes de  la  seconde.  Soient 

{s)  cW-  r=  e  du''-  -¥-  ij  du  dv  +  g  dv"^, 

(S)  ds-^  =  "E  du'~ -\- i¥  du  dv -r- G  dv^- 

les  carrés  des  éléments  d'arcs  sur  l'une  et  l'autre  surface. 

Nous  prenons  sur  s  un  triangle  abc  et  son  correspondant  ABC 
sur  S  {fig-  20).  Ces  deux  triangles  ont  des  angles  égaux  par 
hypothèse  :  supposons-les  infiniment  petits.  Les  deux  triangles 
rectilignes  abc  et  ABC  auront  leurs  angles  égaux  à  des  infini- 
ment petits  près.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  côté  bc 
et,  par  suite,  son  correspondant  BC  soient  seuls  mobiles,  se  rap- 
prochant indéfiniment  de  a  et  de  A  ;  on  aura 

,.      ac        ,.      ah 

''"'ac='""âb: 
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en  d'autres  termes,  le  quotient 

e  du^  H-  1  f  du  dv  -H  g  dv^ 
E  du"^  -\-iF  du  dv  -+-  G  dv^ 

ne  dépendra  pas  de  du  et  <ir,  ce  qui  entraîne  les  relations 

1  -  f  =,  K 

E        F        g' 
Réciproquemenl,  quand  cette  condition  est  remplie,  les  angle? 

Fis.    20. 


sont  bien  conservés.  Reprenons,  en  effet,  les  deux  triangles  lec- 
tilignes  abc  et  ABC  ;  on  aura 

Ijc    =  ab    -^  ac    —  'lab  .  ac  cos  \bac  ) . 
BC' =- ÎÛ^V  AC'  — 2AB.ÂG  cos(bAg). 

Or,  puisque,  d'après  les  hypothèses. 


il  en  résulte  que 


ac        ,,      ab        ,.      bc 

'""âg=''™âb='""bc' 


lim  bac  —  limBAG 


c'est-à-dire  que  les  courbes  correspondantes  se  coupent  en  <7  et  A 
sous  le  même  angle. 

3.    Un  cas  très  remarquable  est  celui  où 

E  =  e,         F=/         G  =  é'. 
Alors  les  distances  sont  aussi  conservées  sur  les  deux  surfaces. 
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On  dit  qu'elles  sont  applicables  l'une  sur  l' autre.  Par  suite, 
deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  sont  deux  surfaces 
entre  les  points  desquelles  on  peut  établir  une  correspondance 
telle  que  deux  arcs  correspondants  quelconques  aient  même  lon- 
gueur. 

Prenons  quelques  cas  particuliers.  Supposons  que  ds^  ait  la 
forme 

(i)  ds'-^Edu'--{-Gdi^^, 

K  et  G  ne  dépendant  que  de  u.  Nous  allons  montrer  que,  dans 
ce  cas,  la  surface  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution  con- 
venablement choisie.  En  prenant  pour  axe  des  z  l'axe  d'une  sur- 
face de  révolution,  ses  points  ont  pour  coordonnées 

X  =  p  cosO, 
y  =  p  sin  6, 

^  =  ?(P)- 

Pour  une  telle  surface,  on  a 

(2)  ds^'  =  dx^--^dy^-+-dz^- =:[\^^'^{p)]dp^--h-p^-dr-. 

Il  est  toujours  possible  de  choisir  o(p)  de  telle  sorte  que  les 
surfaces  correspondant  aux  éléments  (i)  et  (2)  soient  applicables 
l'une  sur  l'autre. 

Posons 

p  z=  e         el         G(w)  =  p2. 

Cette  dernière  relation  définit  u  en  fonction  de  p  et,  par  suite, 
E{u)du-  prend  la  forme  6(0)  dp-.  Pour  identifier  (i)  et  (2),  il 
n'j  a  qu'à  déterminer  ^(p)  par  la  relation 

l-hcp'2(p)  =  t|;(p)        ou         o{p)  =  j  \/^{p)--i  dp. 

La  surface  correspondant  à  (i)  est  donc  applicable  sur  une  sur- 
face de  révolution. 

Gomme  cas  particulier,  supposons  que  la  surface  donnée  soit 
un  hélicoïde  gauche  à  plan  directeur,  c'est-à-dire  la  surface  réglée 
lieu  des  normales  menées  à  un  cylindre  de  révolution  en  tous  les 
points  d'une  hélice  tracée  sur  ce  cylindre.  On  aura,  pour  cette 
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surface, 

X  =  Il  co'&v,         y=^u?,\wv,         z  =  av, 

a  étant  une  constante.  Donc 

ds^-  =  da^'  -f-  (  «2  H-  «2  )  dç2 . 

Nous  sommes  donc  bien  dans  le  cas  étudié  plus  haut.  Posons, 
conformément  à  ce  qui  précède, 

Çz=^,  <224-M2  =  p2, 

il  vient 

ds'^  = .   P:^_^^p2_i_p2^e2. 

p^ —  a' 
La  fonction  cp(p)  sera  déterminée  par  l'équation 

donc 


,(p)  =  alog[|  +  /(î)^:,] 


ou 


équation  d'où  l'on  conclut 


1  =  e  « 


p  —  ~{e  (i    -he       «     l  =  —  (e"+e    «1  [puisque  z  =  o(p)]. 

La  méridienne  de  la  surface  de  révolution  sera  donc  une  chaînette 
tournant  autour  de  sa  base.  Nous  avons  ainsi  cette  élégante  pro- 
position, qui  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
plus  général  dû  à  Bour  (  *  )  :  ,  ' 

L'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  est  applicable  sur  la  surface 
de  révolution  engendrée  par  une  chaînette  tournant  autour  de  sa 
base. 

4.   Une  classe  très  intéressante  de  surfaces  est  formée  de  sur- 


(')    Voir  le  Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand. 
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faces  applicables  sur  un  plan.  Nous  allons  montrer  que  ces  sur- 
faces sont  développables,  en  suivant  la  méthode  donnée  par  M.  O. 
Bonnet.  Prenons,  comme  paramètres,  les  deux  coordonnées  rec- 
tangulaires a  et  p  dans  le  plan  sur  lequel  est  applicable  la  surface. 
Les  coordonnées  x^  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
sont  des  fonctions  de  a  et  p,  et  l'on  a 

dx'^-^-  dy^~-^  dz'-  =  ^a^  +  d'^^-, 
ce  qui  entraîne  les  trois  identités 


2 

=  r 


dx  dx         dy  dy        dz  dz 

c»^  ^  "^  ^  ^  "^  d^  ^  ^  ^' 

Or,  en  différentiant  ces  trois  identités  successivement  par  rap- 
port à  a  et  à  [j,  la  comparaison  des  équations  obtenues  donne  de 

suite 

d'^x  d^y  d^'Z 

'dy^  ~dâF-  dâ^ 


d^x 

ô^^y     - 

d'-z 

dadi^ 

doid'^ 

doLd'^ 

d'-x 
d'-x 

-     d^y 

d^'Z 

<r-z~ 

dix  d^  âa  â^  dx  â'^ 

Des  deux  premières  égalités,  on  conclut  que  les  trois  fonctions 

de  a  et  (^ 

dx       dy        dz 
dcc        dy.         dx 

sont  fonctions  de  l'une  d'entre  elles  ;  de  même,  en  vertu  des  se- 
condes égalités, 

dx        dy        dz 
dp'      5|'      d^ 

sont  aussi  fonctions  de  l'une  d'elles.  Par  suite,  en  vertu  de  la  re- 
lation 


dx 

dx 

dy  dy 

dz 

dz 

dx 

^ 

'^  dot  d^ 

-f- 

dx 

^? 

=  o 
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ces  six  dérivées  partielles  sont  fonctions  d'un  même  paramètre. 
Or  on  a 

ôz  _      dx  dy 

dz  _      dx  dy 

p  et  q  étant,  comme  d'habitude,  les  dérivées  partielles  de  z  par 
rapport  à  ^  et  k  r.  Il  en  résulte  que  p  et  q  sont  fonctions  d'uji 
même  paramètre,  c'est-à-dire  que  p  est  fonction  de  q.  La  surface 
est  donc  développable. 

5.  Démontrons  cfue,  réciproquement,  toute  surface  dévelop- 
pable  est  applicable  sur  un  plan.  Nous  considérons  la  surface 
développable  comme  le  lieu  des  tangentes  à  une  courbe  gauche  ; 
^,  j',  z  désignant  un  point  arbitraire  P  de  cette  courbe  gauche,  et 
•r,,  j^i,  z^  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  P,  de  la  géné- 
ratrice tangente  au  point  P  à  la  courbe,  ou  a 

Xi   =  X  ->r-  loL, 

.71  =J--^?, 

/  représente  évidemment  la  distance  PP^ ,  et  nous  regardons  x, 
r,  z^  ainsi  que  les  trois  cosinus  a,  p,  y,  comme  fonctions  de  l'arc  .v 
de  l'arête  de  rebroussement.  On  a,  pour  le  carré  ds\  d'un  arc  de 
la  surface, 

ds\  =  dx\  -+-  dy\  -i-  dz\, 


et,  en  se  rappelant  que 


nous  avons 


R2  "  ds-^ 


ds\=  (ds^diy--+-i^  — 


Le  rayon  de  courbure  R  est  une  fonction  de  s.  i\  faut  moulrei" 
que  ds'^  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  carré  de  l'élément  d'arc 
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dans  un  plan.  Ecrivons,  à  cet  effet, 

dsi  —  i  ds  -{-  dl  -^-  i  -^  \ids-^  dl  —  /  -^  ) , 

où  i  est  le  symbole  ordinaire  des  imaginaires. 

Aucun  de  ces  deux  facteurs  n'est  une  différentielle  totale  exacte 
par  rapport  à  ^  et  /.  Mais 

eJ^  Ids  -^  dl-\-i  -^  \ 
est  la  différentielle  totale  de 


Désignons  cette  fonction  de  /  et  de  5  par  A  +  iB,  A  et  B  étant 
des  fonctions  réelles  de  l  els.  On  aura 


^A  + 

idB^ 

=  e 

■fî 

^(ds 

-^dl 

.Ids 

dX  — 

idB  = 

-  e 

-fî 

(. 

-^dl 

.Ids 
'    Il 

et, 

par 

conséquent. 

dsj  =  dX'- -^  dBK 


ce  qui  démontre  bien  que  la  surface  est  applicable  sur  un  plan. 
Le  développement  du  calcul  va  nous  conduire   à  un  résultat 
intéressant.  Posons 

r'  ds 

on  aura  alors  pour  A  et  B 

A  =  /cosa-t-    /     cos(j  ds, 

'-  0 

B=/sina-f-    /     sin  (j  ds. 

A  et  B  représentent  les  coordonnées  rectangulaires  dans  le  plan 
sur  lequel  on  applique  la  surface,  et  les  formules  précédentes  ré- 
solvent complètement  le  problème  de  l'application   de  la   surface 
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sur  le  plan.  Or  considérons  la  courbe  Ci  obtenue  en  faisant /  =  o  ; 
elle  correspond  à  Tarête  de  rebrousscment  G  de  la  surface  déve- 
loppable.  Cette  courbe  C|  est  donnée  par  les  équations 


.1  =z    /     cos<j  ds, 

•0 

Ij  —     /      sïn  <y  ds . 


L'arc  élémentaire  dSi  de  C,  est  égal  à  l'arc  ds  de  G,  puisque 

dsl  =  dkl^dBl  =  dsK 

Nous  avons  déjà  rencontré  ces  expressions  de  A,  et  B<,  lorsque 
nous  avons  calculé  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  plane 
dont  le  rayon  de  courbure  est  donné  en  fonction  de  Tare 
(Ghap.  XTI,  §11). 

iNous  en  pouvons  conclure  que  les  rayons  de  courbure  de  la 
courbe  plane  G<  et  de  la  courbe  gauche  G  aux  points  correspon- 
dants sont  les  mêmes.  Ainsi,  quand  on  applique  une  surface  dé- 
veloppable  sur  un  plan,  son  arête  de  rebrousscment  se  transforme 
en  une  courbe  plane  et  les  rayons  de  courbure  sont  conservés. 
Enfin,  comme  on  a 

^A,  .  dBi 

«51  CCSi 

les  génératrices  de  la  surface  deviennent  les  tangentes  à  la 
courbe  G,  dans  le  plan.  Ges  divers  résultats  sont  à  peu  près  évi- 
dents géométriquement. 

6.  Etant  donnée  la  forme  quadratique 

ds^=Edu^-\-i¥  dudv-hGdi'^-, 

où  E,  F,  G  sont  des  fonctions  de  u  et  ç^  proposons-nous  de 
reconnaître  si  elle  correspond  à  une  surface  développable,  c'est- 
à-dire  si  elle  peut  être  ramenée  à  la  forme 

En  décomposant  ds-  en  un  produit  de  deux  facteurs,  qui  se- 
ront d'ailleurs  nécessairement  imaginaires   conjugués,    on    peut 
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écrire 

ds'^  =  {adu-\-  h  dv){a'  du  -^  b'  dv)  =  (dX-^  i  dY }  {d\  —  idY). 

Il  devra  donc  exister  un  facteur  jj.,  fonction  de  i/  et  r,  tel  que 

\x{a  du -\- b  dv)     et     -  {a' du -^  b' dv) 

soient  des  différentielles  totales  exactes.  Posons  [x  =:  <?/;  les  équa- 
tions 


deviennent 


diixa) 
dv 

d(ixb) 
du     ' 

o{ 

dv 

d(-b' 
du 

) 

-  ; 

«1 

du 

db 
~  du 

da 
dv 

,df       ^,df        da'        db' 
dv  du         dv         du 

Elles  donnent  les  expressions  de 

'l      et     "I 

du  dv 

en  fonctions  connues  de  u  et  v  :  soit  ^  =iz  P,  ^  =  Q.  Nous  n'au- 

du  '  dv  ^ 


rons  plus  qu  a  veriiier  si  -r-  =  ^- 
^  ^  dv  du 


II.  —  Représentation  conforme  d'un  plan  sur  un  plan. 

7.  Considérons  deux  plans  rapportés  aux  coordonnées  rectan- 
«j;ulaires  {oc^  y)  et  (X,  Y);  on  établit  une  correspondance  entre  les 
points  de  ces  plans,  soit 

X  =  P(^,j), 

D'après  ce  qui  a  été  vu  au  §  2,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  cette  transformation  conserve  les  angles  est  que 

dX'--\-dY'-=\{dx'-^dy^), 
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A  élant  indépendant  des  différenûelles,  c'est-à-dire   ne   dépendant 
que  de  X  el  y. 

Ecrivons  plus  explicitement  cette  condition;   elle  revient  aux 
deux  relations 

(àpy  ,  /ôQY_  fdFy     /àQY 


\dy)    -^Kdy) 

ÔP  dP        ÙQ  t)Q  _ 

âx  ôy         ôx    ày  ~ 


Telles  sont  les  deux  équations  que  doivent  vérifier  les  fonctions 
P  et  Q.  On  peut  les  simplifier,  car  la  seconde  donne 


ÔP 

oq 

dx 

dx 

dq  -^ 

àP 

<^7 

ôy 

la  \aleur  commune  de  ces  rapports  est 


± 

\/m 

--m" 

\/(S)' 

"-m 

et  est 

égale,  en  vertu  de 

la  première  équalioii,  ù 

On 

a  donc. 

,  soit 

^P 

dq 

dP  _       dQ 

ùx  ' 

-  W 

dy              dx' 

soit 

dP 

oq 

dP  _  ^  dq 

~dx  ^ 

W 

dy              ôx 

<'l,  pour  passer  du  second  système  au  premier,  il  suffit  de  changer 
Q  en  —  Q.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  au  premier  sys- 
tème ,f 

àP  _    dq 

dx  dy^ 

^  =  _  ^Q . 

dy  dx 

Nous  retrouverons  bientôt  ce  système  qui  joue,  en  Analyse,  un 
rôle  considérable.  Si  P  et  Q  satisfont  à  ces  deux  relations,  la  trans- 
formation 

\  =  P{x,y),         Y=Q(^,j) 
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conserve  les  angles;  oq  donne  souvent  le  nom  de  représentation 
'onfornie  d'un  plan  sur  un  plan  aux  transformations  du  type  pré- 


cèdent. 


Nous  avons  laissé  de  côté  le  second  système  que  nous  avions 
rencontré.  Géométriquement,  on  passe  du  second  système  au  pre- 
mier, en  prenantla  symétrique  de  la  figure  transformée  par  rapport 
à  l'axe  OX. 

8.  La  remarque  suivante  nous  sera,  plus  tard,  très  utile.  Soit 
une  fonction  V(^,  jk),  satisfaisant  à  l'écjuation 

On  fait  la  transformation  conforme 

^  =  P(X,  Y),        r=Q(X,  Y), 
V  devient  une  fonction  de  X  et  Y;  elle  satisfait  à  l'équation 

Pour  s'en  assurer,  il  suffît  de  vérifier  la  relation 

\\d\)  -"-y-ùY)  Wd^--^-^^)- 


()X2  "^  âT' 


en  calculant,  d'après  les  règles  élémentaires,   les   dérivées   d'un*' 
fonction  composée.  On  vérifiera  aussi  que 

9.  Un  exemple  intéressant  de  transformation  conservant  les 
angles  nous  sera  donné  par  la  considération  du  système  d'ellipses 
et  d'hyperboles  homofocales 


X2  X2— C2 

Si   A->>c-,  on  a  une  ellipse,  et  si  X-<]c-  une  hyperbole.  Fai- 
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sons  c  =:  I,  et  considérons  les  courbes 

)T  ^  ÛIT  ~  '         ^^^^     ^^^^'  (ellipses), 

~l  ^ -^JZr-,  =  '         (o<[x2<i)         (hyperboles). 

Si  l'on  suppose  que  œ  ely  sont  positifs,  à  toute  valeur  de  7.-  et  a^ 
correspond  un  point  (j^^y).  On  a  d'ailleurs,  en  résolvant, 

et  de  là  résulte 


dx^-i-dj^=  4(>^2_  jj^2) 


X2—  1  I—  {Jl2 

Or,  si  l'on  pose 

«a;.  '         =  d'à. 


v/X2— I  v/i  — !-« 

on  aura 

dx'.  +  ^^^2  =  fn ( rfa2 -^  d'^^); 

donc  la  correspondance  entre  {x,y)  et  (a,  P)  conserve  les  angles. 
On  a,  d'ailleurs, 

a  =  log(A  -h  v/X2— i), 

P  =:  arc  sin  [Ji, 

et,  par  conséquent,  en  remplaçant  ).  et  ^  par  leurs  valeurs  en  a 
et?, 

;r  =  -(e3c+  e-a)sinj3, 

On  vérifiera  que  cette  transformation  rentre  dans  le  second  tjpe. 
Quand  le  point  (a,  [3)  décrit  dans  son  plan  une  parallèle  à  un  des 
axes,  le  point  (^,  y)  décrit  une  ellipse  ou  une  hyperbole;  toutes 
ces  ellipses  et  hyperboles  sont  homofocales.  Nous  allons  en  dé- 
duire facilement  une  propriété  remarquable  de  ce  système,  mais 
commençons  par  définir  ce  que  Lamé  entend  par  courbes  iso- 
thermes. 
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10.  On  démontre,  dans  la  Théorie  mathématique  de  la  chaleur, 
que,  si  les  points  d'un  plan  sont  en  équilibre  de  température,  c'est- 
à-dire  si  la  température  V  en  chaque  point  est  simplement  fonc- 
tion des  coordonnées  x  ely  de  ce  point,  et  non  du  temps,  cette 
fonction  V(^,  y)  satisfait  à  l'équation 

Pour  un  certain  état  d'équilibre  de  température,  une  famille  de 

courbes 

o(x,  y)  =  const.  ' 

est  dite  isotherme,  si  pour  tous  les  points  de  chacune  de  ces 
courbes  la  température  est  la  même;  celle-ci  variera  d'ailleurs 
d'une  courbe  à  l'autre.  Pour  que  les  courbes  cp  =:  C  soient  iso- 
thermes, il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  fonction  de  es  satisfai- 
sant à  l'équation  (4),  puisque  V(.r,  y)  doit  être  une  fonction  de  '>p. 
Cherchons  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi;  soit 

V  =  V(cp). 
En  substituant  dans  l'équation  (4),  on  a 

ce  que  nous  écrirons 


d\        (  <^?Y    /^?y 

ào  \dx/    ~^  \ày/ 

Le  premier  membre  ne  dépend  que  de  cp  ;  il  doit  en  être  de  même 
du  second.  Or  cp  étant  donné,  on  peut  former  ce  second  membre; 
la  condition  nécessaire  pour  que  la  famille  cp  =  G  soit  isotherme 
est  que  ce  second  membre  se  réduise  à  une  fonction  de  cp.  Cette 
condition  est  aussi  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  la  relation 
précédente  permet  de  trouver  la  fonction  V(cp)  par  une  quadra- 
ture. 

Montrons  q\i  une  transformation  conservant  les  angles  trans- 

p.  -  I.  28 


434  APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DU    CALCUL    I.XFIXITÊSIMAL. 

forme  une  famille  de  courbes  isotJiermes  en  une  autre  famille 
de  courbes  isothermes. 

Ainsi  nous  effectuons  sur  jc  et  y  une  transformation  de  la  na- 
ture de  celles  que  nous  avons  considérées  plus  haut 

a^  =  P(X,  Y), 
r  =  Q(X,  Y);       • 

on  a  une  famille  de  courbes  isothermes 

elle  se  transforme  en  la  famille 

cï>(X,  Y)  =  C  : 

il  faut  montrer  que  la  famille   $  ==  C  est  aussi  isotherme. 
Nous  avons  vu  en  effet  (§  8)  que 


et  que 


(Ër-(^r-[(Ëy-(^v)i[(5y-(l)i= 


)ar  suite,  en  divisant 


d^y       /â^Y         /àoY       /ao\2 


Si  donc  le  second  membre  est  une  fonction  de  c^.^  nous  sommes 
assuré  que  le  premier  sera  une  fonction  de  cp  et,  par  conséquent, 
de  <^.  Les  courbes  $  =  G  sont  donc  isothermes. 

i\.  Revenons  aux  ellipses  et  aux  hyperboles  homofocales  étu- 
diées au  §  9.  La  transformation  (3)  qui  transforme  h;s  angles 
transforme  ces  ellipses  et  ces  hyperboles   en  deux  systèmes   de 

droites 

a  =  const.,         ^  =  const. 
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Or  ces  systèmes  de  droites  forment  évidemment  des  systèmes 
isothermes.  Nous  avons  donc,  par  suite,  ce  théorème  de  Lamé  : 

Les  ellipses  et  les  hyperboles  Iiomofocales  forment  un  sys- 
tème de  courbes  orthogonales  et  isothermes. 

III.  —  Quelques  exemples  de  représentation  conforme. 
Sur  les  substitutions  linéaires. 

12.  La  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  nous 
donnera  des  systèmes  de  fonctions  V{x,y)  et  Q(^,y)  permet- 
tant de  réaliser  une  représentation  conforme.  Sans  anticiper  sur 
des  généralités  qui  auront  leur  place  au  commencement  du  Tome  11, 
bornons-nous  à  prendre  une  fraction  rationnelle  de  z,  F  (s),  les 
coefficients  dans  cette  fonction  rationnelle  étant  des  quantités 
réelles  ou  imaginaires.  Posant  alors 

z=^x-^iy         (f^v/— i); 
nous  pouvons  mettre  F(^)  sous  la  forme 

P(-37,r)-+-^'Q(^.  r). 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  réelles  de  x  et  y.'  Or,  en 
dérivant  successivement  les  deux  membres  de  l'identité 

¥{z)  =  V{x,y)-A-i(l{x,y) 
par  rapport  à  .^  et  à  y^  on  a 


On  conclut  de  là 


et,  par  suite. 


dv      .d(i\  _dv  ^  .àq 

dx  dx  I        dy  dy 


dx        dy 

dP  __  ÔQ 
dy  dx 


La  transformation 

X  =  P{x,y),         \  =  q{x,y) 
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conservera  donc  les  angles.  Cette  transformation,  en  posant 
X  -I-  «  Y  =  Z,  peut  s'exprimer  par  l'unique  égalité  Z  =f(z). 

13.   Nous  allons  étudier  le  cas  particulièrement  simple  où 

F(5)=--'ti        (ad-bc^o), 
cz  ^  a 

<7,  6,  c,  d  étant  quatre  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Nous 
avons  alors    a  substitution  linéaire  exprimée  par  Fégalité 

faisant  correspondre  le  point  (X,  Y)  au  point  {oc-^y).  Montrons 
que  cette  transformation  est  susceptible  d'une  interprétation  géo- 
métrique. 

Soit  d'abord  considérée  la  substitution 

Z  =  az. 

En  posant 

Z  =  Re'Û^         z^  re'^,         a  =  Âe^», 

on  aura 

1\  =  kr,         il  =  M  -h  oc. 

Pour  avoir  le  transformé  d'un  point  ou  plus  généralement  d'une 
figure,  il  suffira  donc  de  prendre  son  homothétique  par  rapport  à 
l'origine  avec  k  pour  rapport  d'homothétie  et  de  faire  tourner 
d'un  angle  a  autour  de  l'origine. 

Un  second  cas  particulier  encore  plus  simple  est  celui  où  l'on  a 

Z  =  z^b; 

la  transformation  équivaut  manifestement  à  une  translation  égale 
et  parallèle  à  la  droite  joignant  l'origine  au  point  représentant  la 
quantité  imaginaire  b. 

Arrêtons-nous  encore  sur  le  cas  particulier  où 


On  a  alors 


Z='-. 


R  =  1,  Q  =—iM. 

r 
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Le  point  (X,  Y)  est  donc  le  symétrique  par  rapport  à  Ox  du 
point   transformé    de    (^,7)   par   rayons    vecteurs    réciproques 

On  voit  aisément  que  la  transformation  générale 


_  az  -\-h 


peut  être  obtenue  en  combinant  les  transformations  précédentes  ; 
on  peut,  en  effet,  écrire 


Z  =  p  + 


cz  -^  d 
Si  donc  on  fait  successivement  les  transformations  successives 


on  réalisera  la  transformation  cherchée,  en  employant  seulement 
les  cas  particuliers  indiqués. 

14.  La  transformation  (5)  transforme  une  circonférence  en 
une  autre  circonférence.  La  démonstration  est  immédiate,  puis- 
que chacune  des  transformations  partielles  transforme  un  cercle 
en  un  cercle;  le  fait  est  évident  pour  l'homothétie  et  la  transla- 
tion, et,  pour  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
c'est  un  théorème  bien  connu.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  démon- 
trer directement  cette  proposition.  Partons,  à  cet  effet,  d'une  forme 
souvent  utile,  de  l'équation  du  cercle.  On  va  désigner  dans  la 
suite,  d'une  manière  générale,  la  quantité  imaginaire  conjuguée 
d'une  grandeur  par  la  même  lettre  affectée  de  l'indice  zéro;  ainsi 

A  =  a-4-i[3,         Aq  =  a — t^. 

Ceci  posé,  l'équation  de  tout  cercle  peut  s'écrire 

(6)  ^^0 -H  As -{- A0S0+ B  =  o        {z-=x  -^  iy), 

A  étant  une  quantité  complexe  et  B  étant  réel.  Cette  équation 
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revient  en  effet  à 

^2  _^  j2  _i_  «2  3[^  _  2  [3j/  -H  B  =  O. 

Si  donc  nous  voulons  cherclier  le  transformé  du  cercle  (6)  pur 
la  substitution  (5),  nous  n'avons  qu'à  remplacer  z  par  sa  valeur 
en  fonction  de  Z;  or  on  a  pour  z  une  expression  de  la  même 
forme 

et,  en  substituant  dans  (2),  la  relation  devient 
ZZo+ A'Z -T- A'oZo-h  B'=  o, 
V>  étant  réel;  ce  sera  donc  encore  l'équation  d'un  cercle. 

15.  Nous  allons  maintenant  particulariser  encore  davanlajj;e, 
en  supposant  que  a,  b^  c,  d  sont  réels,  et  que,  de  plus, 

ad —  bc  ^=  \. 

Des  substitutions   de  cette   forme  se  présentent   dans    plusieurs 
théories  importantes.  Nous  représenterons  la  substitution 

,  _  az  -+-  b 
^        cz  -^  d 

par  la  notation 

az-^  b"' 


qui  exprime  que  l'on  remplace  z  par 


a  z  -\-  b 
cz  -V-  d 


Cette  substitution  transforme  en  lui-même  le  demi-plan  situé 
au-dessus  de  l'axe  Ox  des  quantités  réelles,  c'est-à-dire  qu'à  tout 
point  de  ce  demi-plan  correspond  un  point  du  même  demi-plan. 
En  effet,  de  l'égalité 

a{x-^iy)-^b 
c{x  -\-  ly)  -\-  d 

on  tire  de  suite 

y 


Y  = 


{ex  -^  df-\-  c'^y 


Y  est  donc  de  même  signe  que  j\  A  un  point  de  l'axe  Ox  corres- 
pond un  point  de  la  même  droite.  La  substitution  transformera 
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évidemment  aussi  en  lui-même  le  demi-plan  situé  au-dessous  de 
Ox;  nous  ne  considérons  dans  la  suite  que  le  demi-plan  supé- 
rieur, c'est-à-dire  les  points  correspondant  à  j^>>o. 

Considérons  un  cercle  ayant  son  centre  sur  O^  et  par  consé- 
quent orthogonal  à  cette  droite;  la  substitution  le  transformera 
on  un  autre  cercle  qui  devra  être  orthogonal  à  la  transformée  de 
OjC,  c'est-à-dire  à  O^.  Par  suite,  le  cercle  transformé  aura  en- 
core son  centre  sur  l'axe  des  œ.  En  particulier,  toute  droite  per- 
])endiculaire  à  O^r  se  transformera  en  un  tel  cercle. 

16.   Soit  une  suite  indéfinie  de  substitutions,  toutes  delà  forme 


(a,  b,  c,  d  réels  et  ad—  hc-=^\).  On  dit  qu'elles  forment  uti 
groupe^  quand,  deux  substitutions  quelconques  étant  prises  dans 
cette  suite  et  effectuées  successivement,  on  retombe  sur  une 
substitution  faisant  partie  de  la  suite.  On  a  surtout  étudié  le  cas 
où  toutes  ces  substitutions  peuvent  être  obtenues  en  composant 
un  nombre  fini  d'entre  elles,  c'est-à-dire  en  faisant  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  de  puissances  positives  ou  négatives  de 
certaines  substitutions  en  nombre  fini.  Par  puissance  positive 
d'une  substitution,  on  entend  cette  substitution  faite  un  certain 
nombre  de  fois  successivement;  pour  définir  les  puissances  néga- 
tives, il  faut  seulement  définir  la  puissance  — i  d'une  substitu- 
tion. S  désignant  une  substitution,  on  entend  par  S~^  la  substitu- 
tion inverse  donnant  z'  en  fonction  de  z  par  la  relation 

az'  -t-  b 


c ^'-h  d 

de  sorte  qu'en   faisant  à  la  suite  la  substitution  S  et  la  substitu- 
tion S~%  on  retombe  sur  la  substitution  identique  (^,  z). 

Le  groupe  ainsi  formé  est  dit  discontinu  dans  le  demi-plan, 
quand,  A  étant  un  point  arbitraire  de  ce  demi-plan  en  dehors  de 
l'axe  réel,  il  n'existe  pas,  dans  le  groupe,  de  substitution  transfor- 
mant A  en  un  point  difierent  de  A  et  dont  la  distance  à  celui-ci 
soit  moindre  qu'une  quantité  donnée  à  l'avance  si  petite  qu'elle 
soit.  M.  Poincaré  a  fait  la  théorie  de  ces  groupes,  cju'il  a  appelés 
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groupes  fiichsiens  ('),  el  a  donné  la  loi  générale  de  leur  forma- 
tion. 

C'est  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  s'est  ren- 
contré autrefois  le  premier  groupe  fuclisien.  Ce  groupe,  formé  de 
substitutions 

az  ~- 


cz  -\-  d 


OU  a,  h,  c,  d  sont  entiers,  a  fait  l'objet  des  recherches  de 
M.  Hermite  {Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  modulaires). 
L'étude  complète  des  groupes  linéaires  à  coefficients  entiers  a  été 
faite  par  M.  Klein  dans  ses  mémorables  études  sur  les  fonctions 
modulaires;  elle  est  du  plus  grand  intérêt  pour  la  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  elliptiques  (-). 

17.   Nous  allons  nous  borner  à  quelques  remarques  essentielles 
sur  le  groupe  formé  par  les  substitutions 

az^b\ 
cz  -i-  d)^ 

011  a,  6,  c,  d  sont  quatre  entiers  réels  quelconques  satisfaisant  à 
la  relation  ad  —  bc  =^\ . 

Tout  d'abord  il  faut  montrer  que  ce  groupe  est  bien  discontinu. 
La  relation 


donnant 

on  voit  que,  si 
le  dénominateur 


est  inférieur  à  —^ —  :   les  entiers   c  e\.  d  ne  peuvent  donc  avoir 


C)  H.  PoiNCARÉ,  Théorie  des  groupes  fuchsiens  {Acta  mathematica,  t.  I). 
(')  F.   Klein,   Vorlesungen  iiber  die    Théorie   der  elliptischen  Modidfunc- 
tionen. 


7  — 

az  -h  f) 

cz  -h  d 

y 

(cr  +  df-+-  c^y^ 

1  V- 

-r  1  <^, 

(c.r  + 

«?)2+cV2 
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qu'un  nombre  limité  de  valeurs.  13'autre  part,  si 

az  -(-  b 

cz  ■+-  d  " 

I  Ti  I  étant,  comme  z,  inférieur  à  un  nombre  déterminé  très  petit, 

mod  (az  -\-  0) 

ne  dépassera  pas  une  limite  facile  à  calculer^  a  et  6  ne  pourront 
donc  aussi  avoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs.  Les  substitu- 
tions à  considérer  étant  en  nombre  fini,  il  ne  pourra  y  avoir  de 
substitution  transformant  z  en  une  valeur  qui  en  diffère  d'aussi 
peu  qu'on  veut.  Le  groupe  est  donc  discontinu. 

Le  raisonnement  précédent  suppose  essentiellement  que  y  est 
différent  de  zéro,  c'est-à-dire  que  le  point  z  n'est  pas  sur  l'axe 
réel. 

Pour  les  points  de  l'axe  réel,  au  contraire,  le  groupe  n'est  pas 
discontinu.  C'est  ce  dont  on  peut  facilement  se  rendre  compte  en 
considérant  la  substitution  du  groupe 

„  _  (iH-  ac)  Z  —  a2 
c^z  -i-i  —  ac 

a  et  c  désignant  deux  entiers  quelconques.  Cette  substitution 
peut  s'écrire 


Si  donc,  partant  d'un  point  z  arbitraire,  on  répète  cette  substitu- 
tion un  nombre  infini  de  fois,  on  aura  un  nombre  infini  de  points 
tendant  vers  le  point 


z  =  ? 


Or,  si  z  est  réel,  tous  les  points  ainsi  obtenus  sont  réels.  On  a, 
par  suite,  dans  le  voisinage  de  -  ?  un  nombre  infini  de  points  cor- 
respondants, ce  qui  est  en  opposition  avec  l'hypothèse  que  le 
groupe  serait  discontinu  sur  Taxe  réel. 

18.   Le  groupe  discontinu   qui   précède  conduit  à  partager  le 
demi-plan  en  un  nombre  infini  de  triangles  :    c'est   cet  intéres- 
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sanl  résultat  que  je  voudrais  indiquer.  Je  le  rattacherai  à  la  théorie 
arithmétique  de  la  rédaction  des  formes  quadratiques  définies;  il 
nous  faut  donc  d'abord  ouvrir  une  parenthèse  pour  établir,  avec 
Lagrange,  la  notion  de  forme  quadratique  réduite. 
Soit  une  forme  quadratique 

où  <7,  b,  c  sont  des  quantités  réelles  c[uelconques  satisfaisant  aux 
inégalités 

a  >  o,         c  >  o,         b- — «c  <  o, 

ce  qu'on  exprime  en  disant  que  la  forme  est  définie  et  positive. 
Concevons  qu'on  effectue  sur  œ  et  y  toutes  les  substitutions  à 
coefficients  entiers  positifs  ou  négatifs 

X  =  (xx  ^  ^y'  ) 

,      .,  (ao-PY:=.); 

y^^[x-^^y    \ 

on  aura  ainsi  une  infinité  de  formes  quadratiques  qu'on  dit  équi- 
valentes à  la  première,  dans  lesquelles  les  coefficients  de  x-  etj^" 
sont  évidemment  positifs  et  dont  le  discriminant  est  le  même. 
INous  voulons,  parmi  toutes  ces  formes  écjuivalentes,  en  recher- 
cher une  ou  plusieurs  jouissant  de  propriétés  spéciales. 

A  cet  effet,  prenons  d'abord,  dans  l'ensemble  des  formes  équi- 
valentes, celles  où  le  coefficient  de  x-  est  le  plus  petit  possible; 
dans  les  formes  ainsi  mises  à  part,  prenons  la  forme  ou  les  formes 
où  le  coefficient  de  j^-  est  lui-même  le  plus  petit  possible.  iNous 
allons  montrer  cju'en  appelant 

F  =  A  x"-  -\-  '1 B  xy  -h  Gj'2 
une  telle  forme,  on  a  nécessairement  , 

(7)  Aie,        2lBl£A. 

]^a  première  inégalité  est  évidente,  puisque,  si  elle  n'était  pas 
vérifiée,  on  n'aurait  qu'à  faire  la  substitution 

x=—y\      y  =  ^' 

pour  avoir  une  forme  dans  laquelle  le  coefficient  de  x''^  serait 
plus  petit  que  celui  de  x-  dans  F,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
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Pour  établir  la  seconde  inégalité,  faisons  la  substitution 

./•  =  x' —  'xy'  i 

(  M-  cnlior  quelconque), 

y^y        ) 

îa  forme  deviendra 

A(^'2—  2|ji_/'.r'-h  {J.'^y^)  4-  oA'^y^x'—  \i.y)  -\-  cy2: 

donc  on  a 

G  — 2B|ji-hA|x2>G, 
<'e  qui  entraîne 

'2  I  B  I  ^  A. 

J.es  coefficients  des  formes  F  satisferont  donc  aux  deux  inéga- 
lités indiquées  (7);  on  donne  le  nom  àc  formes  réduites  aux 
iormes  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Si  l'on  pose 

B2_AG=-D        (D>o), 

<)n  a,  pour  une  forme  réduite, 

A2^AG,        4B2^A2^AG; 

3B2<AG—  B2  =  D. 


donc 
Ainsi 


donc 


•^i^i/? 


■:r        et        A2<AG  =  AG  — B2-r-B2; 


v/>- 


Les  coefficients  A  et  B  sont  donc  limités  en  fonction  du  discri- 
minant D  qui  est  le  même  pour  toutes  les  formes  équivalentes. 

Nous  allons  établir  qu'en  général  il  n'existe,  dans  un  système 
de  formes  quadratiques  équivalentes,  c^n' une  seule  forme  satisfai- 
sant aux  conditions  (7).  Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  deux 
formes  équivalentes  satisfaisant  à  ces  conditions 

\x^--^  iBxy -+-Cy^-         et        X.' x"^ -^  iW xy -^  C y"- ^ 

ielles  qu'on  ait  à  la  fois 

A^G,  2|B|<A, 

Â'^G',         2|B'|SA'. 
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Soil  A'  la  plus  petite  des  quantités  A  et  A'.  Écrivons  donc 

A'<A, 


d'où  nous  concluons 


AA'<-^D. 


Je  suppose  que  la  substitution  à  coefficients  entiers 

(x,  y,   :Lx-^^y,  y^+gj^)         (ao  -  jSy  =  0 
transforme  la  première  forme  en  la  seconde.  On  a 

A'=  Aa2  +  2BaY  +  GY^ 

B'=  Aap -}- B(ao -f- (3y) -4- Cyô. 
Or 

AA'=  (Aa-f-  By)2+Dy^ 
el,  puisque 

AA'^^D, 

il  en  résulte 

soit     Y  =  o,         soit     Y==^i- 

1"  Prenons  d'abord  riijpothèse  y  —  o,  alors  a  =  3  =dr  i  ;  donc 
A=A',         B'=±AI3  +  B. 


Or 


B'|<^'  =  ^  et         IBjl^ 

'  ~     2  2  '         '  ~    2 


Pour  qu'on  ait  B'  — B  — zh  Ap,  la  valeur  de  p  ne  peut  être 
que  o,  zh  I . 

Si  p  :=  o,  on  a  B'=:  B,  et  les  formes  coïncident. 

Si  ?j  =:=±:  I ,  on  a  B'= —  B  =±:  —,  d'où  les  deux  formes 

Aa72±  Aay-i- Gjk2,         Aa72zp  A^rjH- G72. 

2"  Supposons  maintenant  que  y  =  ±i.  Dans  les  calculs  qui 
suivent,  les  signes  supérieurs  correspondront  à  l'hypothèse 
Y  =-}-  I ,  les  signes  inférieurs  à  y  = —  i .  On  aura 

A'=:  Aa2±  2Ba  +  G; 

or 

A'^AIG, 
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donc 

Aa2  ±  -iBa^  o, 

et  comme 

2lB|lA, 

ce  qui  entrame 

Aa2±2Ba^o, 

il  en  résulte 

Aa2dz2Ba=o, 

par  suite 

À'=G,         donc         A=:A'=G. 

La  relation  Aa-zb2Ba=:o   entraîne  soit   a  =  o,   soit  a- =  i , 
puisque  2  |  B  |  ^  A. 

Si  OL  égale  zéro,  on  aura,  en  se  reportant  à  la  valeur  de  B', 

B'-f-B=±AÔ, 
et  comme 


2  '        '         2 


IB'l^-,  |BIS-, 


il  en  résulte  que  l'on  a 

soit     0^1=0,         soit     o'-  =  \. 

Dans  le  premier  cas,  la  forme  (A',  B',  G')  ne  diffère  de  la  forme 
(A,  B,  G)  que  par  le  signe  du  second  coefficient. 
Dans  le  second  cas,  la  relation 

B'2— A'G'=B2  — AG 

donne 

(—  B  ±  Ao)2  —  AG'=  B2  —  AG, 

d'oii  l'on  déduit 

G'=2A  I+I2B8  =  2(AiîzBo). 

Or 

B'  =  — B±  A5 

et,  par  suite, 

G'  =  ±2B'o         (puisque  o^—\). 

Mais,  comme  la  forme  (A',  B',  G')  est  réduite,  on  a 

G'  l  A' 

et,  par  suite, 

±2B'8iA'. 

Gelte  inégalité  est  impossible   puisque    2lB'|^A'.   On  a  donc, 
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dans  la  forme  (A',  B',  C), 

^IB'J  =  A'. 

*S'/  a-  égale  V unité,  on  a 

2B=:-Aa. 
En  se  reportant  à  la  valeur  de  B',  il  vient 

B'-f-B^Aa3, 


et  comme 


B|<=T'  IB'IS^ 


1 


on  ne  peut  avoir  que  ^  -  -  o  ou  ^-  =  i . 

Dans  le  premier  cas,  la  forme  (A',  B',  G')  ne  diffère  de  (A,  B,  C) 
que  par  le  changement  de  signe  du  terme  moyen. 

Dans  le  second  cas,  puisqu'ici  |  B|  =r— .  on  aura 

2lB'|  =  A'. 

C'est  la  même  conclusion  que  plus  haut. 

De  cette  discussion  résulte  la  conclusion  suivante  :  Dans  un 
système  de  formes  définies  positives  équivalentes,  il  n existe 
qu^ une  réduite 

sauf  dans  le  cas  où  l^on  a 

soit     A  =  G,         soit     2  [  B  I  =  A. 

Le  calcul  ci-dessus  enseigne,  dans  ces  cas,  à  former  les  réduites 
équivalentes. 

19.   Revenons  maintenant  au  groupe  de  substitutions  linéaires 

az  -+-  b\ 


{'■ 


,  ,  (ad —  bc  =  i) 

cz  -h  d  / 


a,  6,  C,  d  étant  des  entiers.  Je  rattacherai  de  la  manière  suivante 
l'étude  de  ce  groupe  à  la  théorie  de  la  réduction  des  formes  qua- 
dratiques exposée  dans  le  paragraphe  précédent.  En  posant 


cr  -+-  ly, 
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la  partie  réelle  de  ,  sera 

ac(x^-^y^)  H-  {aclH-  bc)  x  +  bel 
c2(a72-f-j2)  +  'icdx-^  t/2         ' 

et  le  carré  de  son  module  est  égal  à 

c-{x--^ y^)  ^  1  cclx  -f-  «^2 
J'envisage  la  forme  quadratique  aux  indéterminées  X  et  Y 

.r,  y  ayant  des  valeurs  déterminées  (j'>ol  Si  l'on  effectue  sur 
celle  forme  la  substitution 

elle  devient 

[c2(.r2  4-j^2)  +  icdx-^d'-]  X2-!-  2  [{x^'  +  y^')  ac  -{-{ad-^bc)  x  -+-  bd]  XY 

Or  on  peut  choisir  les  entiers  r/,  ^,  f,  <:/  (<7r/ —  6c  =  i)  de  ma- 
nière que  cette  forme  soit  réduite:  on  aura  alors 

c^  (  ;r2  -f- j2  )  _|_  2  cf/a;  4-  d-  <  «2  (.^2  -1- j2  )  _^  ^  a/>>.r  -t-  />2. 

1  (x'^-\-y-)ac-\-(ad-h-bc)x-]-bd        r 

2  C2  (  372  _(_  j2  ^  _x-  .^  C<^a7  4-  6/2  .;,  * 

Donc,  en  choisissant  convenablement  les  entiers  <7,  />,  c,  û?,  le 
module  de  -^— — ^  sera  plus  grand  que  l'unité,  et  sa  partie  réelle 

sera  comprise  entre et  H — • 

^  22 

On  peut  encore  dire  qu'r>  tout  point  z  du  demi-plan  corres- 
pond, par  une  substitution  convenable  du  groupe,  un  point 
dans  le   triangle  formé   dans    le   demi-plan  par  les   droites 

x^=--,   X  z=z — -  et  la  circonférence  x~-\-y^=^\.   Le  troisième 

sommet  de   ce   triangle  curviligne  est  à  l'infini  dans  la  direction 
de  Oy.  Ce  triangle  est  dit  le  ^oXj^one  fondamental  du  groupe. 
y\u point  z  ne  correspond  d'ailleurs  en  général  qu'un  point 
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dans  le  triangle  précédent.  En  effet,  si  le  point  (^,  y)  est  à  Fin- 
térieur  du  triangle  (et  non  sur  son  périmètre),  la  forme  quadra- 
tique F  est  une  forme  réduite,  et  toute  autre  forme  équivalente 
n'est  pas  une  réduite,  d'après  le  théorème  du  paragraphe  pré- 
cédent. 

Les  points  du  périmètre  du  triangle  se  correspondent  deux  à 
deux  par  une  substitution  du  groupe. 

La  substitution 

transforme  le  côté  BB'  dans  le  côté  GC;  la  substitution 


(:■  -a 


transforme  Tare  en  ÀB  en  l'arc  AG  ifig.  21). 

Si  l'on  fait  dos  représentations  conformes  du  triangle /o/ic/<^- 
niental  qui  précède,  en  employant  toutes  les  substitutions  du 
groupe,  on  obtiendra  une  infinité  de  triangles  curvilignes  dont 
les  côtés   seront  des  arcs  de  cercle  normaux  à  O^.  Deux  quel- 


Fig.  2 


conques  de  ces  triangles  ne  pourront  avoir  d'autres  points  com- 
muns que  des  points  de  leur  périmètre;  en  effet,  s'il  en  était 
autrement,  un  tel  point  commun,  considéré  comme  appartenant  à 
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l'un  ou  l'autre  de  ces  triaugles,  correspondrail  à  deux  points  de 
Vintérieuj-  du  triangle  fondamental,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
deux  points  de  l'intérieur  de  ce  dernier  triangle  ne  peuvent  se 
correspondre  par  une  substitution  du  groupe.  Le  demi-plan  se 
trouve  ainsi  partagé  en  une  infinité  de  triangles  curvilignes, 
et  deux  quelconques  de  ces  triangles  sont  la  représentation  con- 
forme l'un  de  l'autre  (^). 

20.  Le  point  de  vue  auquel  je  me  suis  placé  plus  haut  pour 
rattacher  la  théorie  de  la  substitution 

\"   cz-\-d] 

à  la  théorie  des  formes  quadratiques  peut  être  étendu  pour  obte- 
nir les  substitutions  d'un  demi-espace,  qui  sont  les  analogues  des 
substitutions  précédentes  ('-). 

Il  nous  faut  auparavant  indiquer  la  façon  dont  M.  Hermite  a 
généralisé  la  notion  de  forme  quadratique,  en  considérant  des 
formes  quadratiques  à  indéterminées  conjuguées.  M.  Hermite 
donne  ce  nom  aux  formes  telles  que 

AXXo4-  BXYo-H  BoXoY  -^  GYYo, 

dans  laquelle  X  et  Xo  ainsi  que  Y  et  Yq  sont  deux  variables  com- 
plexes conjuguées.  Les  coefficients  A  et  C  sont  réels  et  Bq  est  la 
conjuguée  de  B.  Si  l'on  effectue  sur  X  et  Y^  une  substitution 

X  =  ^X'+^Y', 
Y  =  cX'+aY', 

a,  ^,  c,  d  étant  des  quantités  complexes,  et  si  l'on  a  soin  d'effec- 
tuer sur  Xo  et  Yo  la  substitution  conjuguée 

Xo     =     ^^^oXq     -i-     C?0ly, 

Yo  —  Cq  \q  -+-  «0^0, 


(')  Outre  l'ouvrage  déjà  cité  de  M.  Klein,  on  pourra  consulter  sur  ce  sujet  le 
Mémoire  de  M.  Dedekind  :  Ueber  die  elliptischen  Modiil-Functionen  {Journal 
de  Crelle,  t.  83). 

(=■)   E.  Picard,    Sur   un    groupe  de    transformations  des  points  de  l'espace 
situés  du  même  coté  d'un  plan  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  i884). 
P.  —  I.  29 
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la  forme  donnée  se  transforme  en  nne  autre  de  même  nature.  11  y 
a  encore  un  invariant  analogue  à  celui  des  formes  réelles  :  c'est 
l'expression 

BB„--AG. 

Quand  celle-ci  est  négative  et  que  A>o,  C>o,  la  forme  est 
encore  dite  définie  et  positive. 

Ces  remarques  faites,  j'envisage  la  forme  suivante,  qui  va  rem- 
placer la  forme  F  du  §  19, 

XXo  ^-  a- X  Yo  -}-  ^0 Xo  Y  -f-  ( :r:ro  -;  -  72 )  y Yq, 

où  X  désigne  une  quantité  complexe  arbitraire  et  y  une  quantité 
réelle  positive. 

La  substitution  à  coefficients  complexes  quelconques 

(X,   Y,  d\-^bY,  cX^aY)         (ad~bc  =  i) 

la  transforme  en 

A'XXo-h  J3'XYo-^  B'oXoY  -^  G'YYq, 
en  posant 

A'  =.  cco  (  XXo  -  h  y'-  )  -F  dc^  x  -h  d^cx^,  ^dd^, 
n'  ^  cao  (xxq-{- yi)  ^  a^dx  -h  cb^Xç^  -^dbo, 
C  ^  aao(xx^-i-y^)  +  ba^  x -h  b^axo -i- bbo. 

On  est  ainsi  conduit  à  une  transformation  relative  à  la  variable 
complexe  ^  et  à  la  somme  .^.^0  + 72,  substitution  qui  peut  s'écrire 

^.^_  cao(xxo-+-y2)  -+-  a^dx-t-  cbf^Xp  -1-  dbp 
cco{xxo-^y^)  H-  dcQX-i-  doCXo-^  dd^' 


(S) 


cco{xxQ~y^)  +  dcQX  +  d^cxQ  4-  dd^ 


A  un  système  de  valeurs  de  la  quantité  complexe  x  et  de  la 
quantité  positive  j^  correspond  par  ces  formules  un  système  par- 
faitement déterminé  de  x'  elf  {y'  étant  positif  comme  y).  D'a- 
près la  manière  même  dont  cette  substitution  a  été  obtenue,  il  est 
manifeste  que  le  produit  de  deux  de  ces  substitutions,  correspon- 
dant aux  valeurs  a,  b,  c,  d  et  o! ,  b',  c' ,  d'  {ad—  bc ^^  o!d'~  b'c'=  i), 
sera  encore  une  substitution  de  même  nature. 

On  peut  donner  une  forme  géométrique  au  résultat  précédent. 
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Soient  O^,  Ot,,  OÇ  un  système  d'axes  rectangulaires  et  considé- 
rons le  demi-espace  situé  au-dessus  du  plan  des  \-r^  (Ç>>o).  A 
chaque  point  (ç,  Tj,  Ç)  correspond  un  système  de  valeurs  do  la 
quantité  complexe  x  et  de  la  quantité  positive  y,  si  l'on  pose 

et  réciproquement, 

La  substitution  (S)  donne  donc  une  transformation  du  demi- 
espace  en  lui-même;  elle  est  tout  à  fait  l'analogue  de  la  transfor- 
mation du  demi-plan  en  lui-même  fournie  par  la  substitution 
linéaire  à  coefficients  réels. 

C'est  M.  Poincaré  qui  a,  le  premier,  étudié  cette  transformation 
de  l'espace;  il  l'a  obtenue  par  des  considérations  géométriques. 
Elle  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  des  groupes  klei- 
néens  (^  ). 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  obtenir  (S)  rend  facile 
Tétude  du  cas  où  a,  h^  c,  d  sont  quatre  entiers  complexes,  c'est- 
à-dire  de  la  forme  m  -\-  ni  {m  ei  n  entiers),  satisfaisant  à  la  rela- 
tion 

ad  —  bc  —  \. 

Les  substitutions  S  forment  alors  un  groupe  discontinu.  On 
trouve,  pour  ce  groupe,  un  polyèdre  fondamental  Wm'iié  \)diï:  \g?^ 
quatre  plans 


1  '^2  2 


et  la  sphère 


^2-r/^-^2 


ce  polyèdre  est  tout  à  fait  analogue  au  triangle  fondamental  ren- 
contré plus  haut.  Mais  le  développement  de  ce  point  m'entraînerait 
trop  loin,  et  je  me  borne  à  renvoyer  à  mon  article  cité  plus  haut. 


IV.  —  Carte  d'une  surface. 


21 .  On  appelle  carte  géograpJiicjue  d'une  surface  la  représenta- 
tion d'une  surface  sur  un  plan,  de  telle  sorte  qu'à  chaque  point  du 


(')  H.  Poincaré,  Mémoire  sur  les  groupes   kleinéens  {Acta   niatliejuatica ^ 
t.  ÎII). 
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plan  corresponde  un  point  de  la  surface.  Les  cartes  les  plus  inté- 
ressantes sont  celles  dans  lesquelles  les  angles  sont  conservés, 
c'est-à-dire  dans  lesquelles  l'angle  de  deux  lignes  quelconques  dans 
le  plan  est  égal  à  l'angle  des  lignes  qui  leur  correspondent  sur  la 
surface  :  dans  ces  conditions,  les  parties  infiniment  petites  sur  la 
surface  et  sur  la  carte  sont  semblables. 

Soit 

ds-^  =  E  du^ -^  iF  du  dv -h  G  dv^ 

le  carré  de  l'élément  d'arc  sur  la  surface.  Si  l'on  exprime  u  et  ç  en 
fonction  des  coordonnées  rectangulaires  X  et  Y  sur  le  plan  de  la 
carte,  on  doit  avoir  (§  2) 

Edu^--i-2¥dudi^-\-Gdv^r^l{dX^--i~dY^) 

égalité  qui  exprime  que  les  carrés  des  éléments  linéaires  sur  le 
plan  et  sur  la  surface  sont  proportionnels.  Le  problème  des  cartes 
géographiques  revient  donc  à  exprimer  u  et  ç  en  fonction  de  X  et 
Y,  de  telle  sorte  qu'à  un  facteur  près  la  forme  qui  représente  ds^  se 

réduise  à  dX.  +  dY  . 

Cette  réduction,  comme  Lagrange  l'a  montré,  peut  être  faite 
d'une  infinité  de  manières.  11  est  évident,  a  piiori,  que  d'une  carte 
on  déduira  toutes  les  autres,  en  effectuant  sur  cette  carte  une  trans- 
formation quelconque  conservant  les  angles,  transformation  étu- 
diée dans  la  Section  IL  Pour  démontrer  la  possibilité  de  la  réduc- 
tion annoncée,  il  faut  nous  appuyer  sur  le  résultat  suivant,  que 
nous  aurons  à  reprendre  avec  plus  de  détail  dans  la  théorie  des 
équations  du  premier  ordre. 

Etant  donnée  une  expression 

P  <i^  -h  Q  dy, 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  quelconques  de  œ  et  y^  il  existe  une 
fonction  jji  de  x  et^,  telle  que 

^{Vdx-,-(ldy) 
soit  une  différentielle  totale.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que 

ôy  ôx  \  oy        Ox 
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On  n'aura  aucune  difficulté  à  admettre  pour  le  moment  qu'il  existe 
une  fonction  [jl  de  ^  et  jk  (et  même  une  infinité)  satisfaisant  à  cette 
unique  équation.  On  appellera  p.  un  facteur  intégrant  de  l'expres- 
sion P  dx  4-  Q  dy. 
Ceci  posé,  reprenons 

ds'^^-  Edu^-^i¥  dudv-^Gdv^'        (EG  — F2>o). 

ISous  pouvons  décomposer  cette  forme  quadratique  en  du  et  dv 
en  un  produit  de  deux  facteurs  qui  seront  imaginaires  conjugués. 

Soit 

ds^  ~  {a  du  -h  b  dç)  (a'  du  -—  b'  dv)\ 

a  et  a',  b  et  b'  sont  des  fonctions  imaginaires  conjuguées  des  deux 
variables  réelles  u  et  v.  L'expression 

a  du  H-  b  dv 

admettra  Un  facteur  intégrant  que  nous  écrirons  sous  la  forme 
m  -\-  ni^  en  mettant  en  évidence  la  partie  réelle  et  la  partie  imagi- 
naire. On  a  donc 

( m  -\-  ni)  {a  du  -{-  b  dv)  =^  dX  -    l  dY, 

X  et  Y  étant  deux  certaines  fonctions  de  u  et  v. 
Pareillement, 

(  m  —  ni)  ( a'  du  -^  b'  dv)  =  dx  —  i  d\  ; 

par  suite, 

6/52  (m2-i-  /l2)  ==  dX^-r-dY^. 

Les  deux  fonctions  X,  Y  de  w,  i>  établissent  donc  la  correspon- 
dance cherchée  entre  les  points  de  la  surface  et  les  points  du  plan 
(X,Y).  _  _     ,  -,    _     _ 

La  recherche  du  facteur  intégrant  exigeant,  en  général,  l'inté- 
gration d'une  équation  du  premier  ordre,  le  calcul  précédent  donne 
seulement  la  démonstration  de  la  possibilité  théorique  de  la  réduc- 
tion. 

22.  Prenons  quelques  exemples  simples.  Proposons-nous  de 
faire  la  carte  d'une  sphère;  en  la  rapportant  à  son  centre  et  dési- 
gnant par  '^  et  8  la  longitude  et  le  complément  de  la  latitude  d'un 
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point  (j:*,  ^,  5),  nous  avons 

57  =  R  sinO  cos4', 
^  =  R  sinô  sirn|;, 
^  =  R  cosG, 

K  étant  le  rayon  de  la  sphère.  On  a  de  suite 

ds^  =  R2  ( 6^02  -+.  sin2  0  6/<j;2  ). 
Pour  ramener  ds-  à  la  forme  ;j.(<iX-  +  dY-),  nous  pouvons  écrire 

^52  =  R2sin2  0f-^  -f-d'd;-^ 
\sin20  ^ 

Il  suffit  alors  de  poser 

dX  =  -^  ,         dY  =  d^, 
ce  qui  donne 

A 

X  =  logtang-,  Y  ^  4/. 

On  a  alors  une  carte  dans  laquelle  les  parallèles  et  les  méridiens 
sont  représentés  par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  C'est 
la  carte  de  Mercator. 

Une  autre  carte  de  la  sphère  peut  être  obtenue  de  la  manière 
suivante.  Ecrivons  ds-  sous  la  forme 

Si  l'on  pose  p  =  R  tang  -?  on  aura  alors  ^r 

C?52  ^  4  COS^  -  (  df-  -r-  p2  d^-"-  ). 

La  quantité  entre  crochets  représente  le  carré  de  l'élément  li- 
néaire dans  un  plan,  rapporté  aux  coordonnées  polaires  (p  et  J>). 
Par  conséquent,  si  l'on  pose 

X  =  p  cos<|^,         Y  ::^- p  sim];, 
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on  aura 

forme  correspondant  à  une  carte  géographique.  Il  est  facile  d'in- 
terpréter géométriquement  le  résultat  qui  précède.  Prenons  la  pro- 
jection stéréographique  sur  le  plan  de  l'équateur,  le  point  de  vue 
étant  au  pôle  austral  sur  la  sphère.  Si  a  est  la  projection  stéréo- 
graphique  du  point  A(Ô,  'h),  on  aura  évidemment 

Oa  -=  H  tan  g  -  . 

Les  coordonnées  polaires  du  point  a  dans  le  plan  sont  donc 
Rtang-  et  ^.  La  carte  que  nous  avons  obtenue  n'est  donc  autre 
que  la  carte  par  projection  stéréographique  :  le  calcul  précédent 
conduit  à  ce  résultat  bien  connu  que  cette  transformation  con- 
serve les  angles. 

23.   Terminons  en  faisant  la  carte  de  l'ellipsoïde 

xi  y2  ^'2 

Nous  prendrons  les  coordonnées  elliptiques  X  et  pi  sur  cette  sur- 
face. Le  paramètre  X,  supposé  compris  entre  —  «-et  —  b'-^  corres- 
pond à  l'hjperboloïde  à  deux  nappes 

X'i  y2  -2         ^ 

«2 -|7);  ^  è2^-~X  '"'  ^~-~ï  ~  ^ ' 

{X,  compris  entre  -  b-  et  — c-,  correspondu  l'hyperboloïde  à  une 
nappe 

.^2  j2  ,32 


Les  trois  équations  précédentes  donnent 

2  _  a2(^24_X)(a2_4_^^| 
^    -    (a2_è2)(a2_c2)  ' 

•^  (62—  C2)(62   -«2^   ' 

.2  =    CHC^-^1)(C^-^IX) 


I. 
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Calculons 

c^s2=  dx'*'-^  dy'^-\'dz'^\ 

on  a 


dx            d\               du 

X         a2-^X        a'^-T'\x 

dy           d\               d]x 
y    "     Z>2-x_  X    '    62-4-  fji' 

^dz            d\              d\x 

Z               c2-f-X            C2-1-^ 

et,  par  conséquent, 

. 

4^52^  M,^X2-i-  M2^[Ji2; 

en  posant 

M,  — 

^2                                      yi                                     ^2 

(a2.^_X)2      '      (62^^X)2      '      (c2-hX)2 

Ma- 

^2                                  y.                                ^2 

(a2_^jj^)2  (^^•>_^_jj^)2  (c2-f-fJL)2 

Pour  calculer  rapidement  M^  et  Mo,  opérons  comme  le  fait  Ja- 
;obi  {Vorlesungen  ûber  Dynamik).  Soit 


u{t)  =  \- 


rjpl  yl 


on  a 

[du\  x'^  r2  -s2 

\àtjt=:l  (a2H_X)2  (è2-i-X)2  (c2-i-X)2 

Mais,  d'autre  part,   u(t)  s'annulant  pour  t=^o,  ^  =  A,  ^=  [x,  on 
peut  écrire 

_  t{t—  X)(^—   [X) 

donc 

/  àu\         __  X(X  —  ijt.) 

\6>7A=X~  (a2-t^X)(62-^^X)(c2H-X)*  "' 
Ainsi 

]vi  ^  ^-(^"t^) jvi  ^ 1^0-^-^) 

'       (a2-HX)(62^_X)(c2-^X)'  '"    («2^  J^;)(62-^  [ji)  (c2-i- [x) 

Nous  avons  donc 
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Cette  formule  permet  d'obtenir  immédiatement  une  carte  géo- 
graphique de  l'ellipsoïde.  Il  suffît  de  poser 


—  X 


2_|_X)(62_^X)(C2+X) 


-dl, 


a^-\-  [JL)(/^2_^[a)(c2^   IX) 


dix. 


Les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  de  la  surface,  corres- 
pondant k\=z  const.  et  ji.  —  const.,  seront  représentés  sur  la  carte 
par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 
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